Exercices de révision, partie II : Formulaires

Partie IT : DOCUMENTS ET FORMULAIRES I
ALPHABET GREC '

Les lettres grecques sont employées trés fréquemment en sciences, il faut donc les connaitre afin d’éviter
les mal-entendus lors des cours.

minuscule majuscule nom minuscule majuscule nom
« alpha v nu
15} béta £ = xi ou ksi
0 r gamma ) omicron
) A delta T II pi
€ epsilon p rho
¢ zéta o by sigma
L iota T tau
K kappa X chi (se dit « ki »)
A A lambda v psi
7 mu w Q omega

NOMBRES
COMPLEXES

Forme algébrique =z =z + iy.

F orme trigo z = p(cos 6 + i sin 0),

Forme exponentielle z = pe'®.

| 2| estle module de z, et § est un argument de z.

el = Vit =2z et tanf =2 (siz£0).
T

Conjugué : 7 =z — iy = pe

Propriétés du module :
2l =12, 11/z]=1/l2],  [22] = |2[.|¢|
Propriétés de ’argument :
arg(zz') = argz+argz’ [2n], arg(l/z) =—argz [27], arg(z)=—argz [27]

Résolution de I’équation az? + bz +c= 0, ot a,b,c € R.
On calcule A = b? — 4ac.
e si A > 0, deux solutions réelles z =
e si A =0, une solution z = ;—f,

e si A < 0, deux solutions complexes z =

—btVA
2a

Y

—btiv/—A
2a ’

0

Exponentielle complexe ¢ = cos® + isin 6.

Formules d’Euler

0 4+ =i . ol _ =it
cos) = —, sinfl = ——
2 21

Formule de Moivre (cos 6+ isin 6)"=e"® = cos(nf) + i sin(nb)
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TRIGONOMETRIE
T tan est définie surR\{z%—knr | k:GZ}
T+ =
2 sin(—x) = —sin(x) sin(x + m) = —sin(z)
| : . . ™
o *S-( sin(m — z) = sin(x) sm( §>: s(x)
in(z
| ‘ T tan(z) cos(—x) = cos(z) cos(z + m) = — cos(x)
} cos() cos(m — x) = —cos(x) cos (:c + g) = —sin(z)
S\ v tan(—x) = —tan(x)  tan(x 4+ 7) = tan(x)
tan(m — x) = —tan(x) tan <JJ + g) = ta;(:c)
V3
1
1
V3
0
Formules 4 connaitre par cceur.
// cos?(z) + sin®(x) = 1 tan(a + b) = tan(a) + tan(b) \
7 1+ tan(z) = 1 — tan(a) tan(b)
cos?(z) tan(a — b) = tan(a) — tan(b)

V" Formules d’addition :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a + b) =sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
sin(a — b) =sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

v Angle double (a=Db) :

1 + tan(a) tan(b)

cos(2a) = cos?(a) — sin®(a)
—=2cos?(a) — 1 =1 — 2sin?(a)
sin(2a) =2sin(a) cos(a)

2tan(a)
tan(2a) = ———
\ an(2a) 1 — tan?(a) J
Formules a connaitre ou savoir retrouver.
v Linéarisation : (se déduisent de cos(2a)... ) cos(a) — cos(b) = —2sin +0 a—b
9 1 + cos(2a) . 9 1 — cos(2a) 2
cos (a):f sm(a):f atb a—b
sin(a) + sin(b) =2sin cos ( —
v Transformation de produit en somme : atb a—b
(se déduisent des formules d’addition) sin(a) — sin(b) =2 cos (2> sin 5

1(cos(a —b) + cos(a + b))
—(cos(a — b) — cos(a + b))

cos(a) cos(b) =
sin(a) sin(b)

sin(a) cos(b) = 5 (sin(a — b) + sin(a + b))

v Transformation de somme en produit :
(se déduisent des formules d’addition)

cos(a) + cos(b) =2 cos <(12+b> cos (a —b

)

v Transformation en fraction rationnelle :

sin(x)
cos(z)

(se déduisent de tan(2a) = ..., tan(z) = et

1+tan®(a) =...) on pose t = tan <§>

tan(z) = 2 sin(a) = 2 cos(a) = L

an\r) — SIN\xr) — COS\T ) =
1—¢2 1+ ¢2 1+ ¢2
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RESUME SUR LES FONCTIONS USUELLES '

1 Fonction valeur absolue

Définition 1.1

La fonction valeur absolue, notée | | est la fonction définie sur R par :

|x| =z sixz >0
|z| = -2 siz <0

Remarque. Pour x et a deux réels,
|z| représente la distance entre le point d’affixe x et 1'origine
|z — a| représente la distance entre le point d’affixe z et le point d’affixe a.

Pour résoudre une équation du type |a| = b, on utilise ’équivalence suivante
la|]=b <= a=boua=-b
Exemple: Résolution de I’équation |22 — 1| =4 :
20 —1|=4 <= 2z —-1=4ou2r—1=—4
<= 2x=5o0u22r=-3

3
<:>x:§O'U/fL':_§

35
L’ensemble des solutions de I’équation est : S = {—2, 2}
Pour résoudre une équation du type |a| < b, on utilise I’équivalence suivante (méthode a adapter pour
les autres cas de figure)
la| <b <= —-b<a<b
Proposition 1.2

La fonction valeur absolue est définie et continue sur R, elle est dérivable sur R*.
Si on note f:x — |z|, on a :

1 siz>0
-1 siz<0

z siz>=20
f:o— - f oz

—x six<O0

2 Fonctions logarithme et exponentielle

Définition 2.1

1
In : |0, +oo[— R est la primitive de la fonction x — — sur I'intervalle |0, 4+o00| qui s’annule en 1.
‘ x

Proposition 2.2

1. In est une bijection® de R% sur R.

2. Elle est continue et dérivable sur son domaine de définition.

Vo e RY, (ln)/(m) _ !

T

3. lim In(z) = —oco et lim In(z) = 4o0.
x—0t Tr——+00

1 . . . . . " N N .
Pour ceux qui ne connaissent pas cette notion, pas de panique, elle sera expliquée dés les premiéres semaines de cours...
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Définition 2.3
| La fonction exponentielle exp : R — R est la bijection réciproque? de In.

Proposition 2.4

1. exp est continue et dérivable sur R et sa dérivée est la fonction exponentielle.

2. xgrlaoo exp(z) =0 et xEIJrnoo exp (z) = +o0.

Proposition 2.5

1. Y(z,y) € (Ri)z ,n (zy) =In (z) + In (y)
Ve € R, In (i) = —In(z)

2. Y(z,y) € R? "V = "¢V

1
VreR, e = —
e$

3 Fonctions puissances

Ces notions seront reprises et approfondies lors du chapitre « Bases d’Analyse ».

Définition 3.1 (Puissances entiéres d’exposant positif)

Soit € R, on définit : 2° =1, 2 = x, 2*

n fois

Définition 3.2 (Puissances entiéres d’exposant négatif)

Soit x € R, pour x # 0 et n € N*, on définit :

Pour ceux qui ne connaissent pas cette notion, pas de panique, elle sera expliquée dés les premiéres semaines de cours...
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=xXxz,... pourn € N*, ondéfinitz" =x X -+ x x =xxaz"~
—_———
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Racine n-iéme

1. Cas des racines carrées : Pour z > 0, Uéquation : > = z admet deux solutions réelles de signe
opposé, et on pose v/ 'unique solution qui est positive.
Ainsi, pour z et ¢ réels positifs : (t* =z et t>0) < t=1x

2. Cas des racines cubique : Pour z € R, I'équation t> = 2 admet une unique solution réelle, on pose
¥z Punique solution de cette équation. Ainsi, pour x et t réels : t* =z «—= t= Jz

Définition 3.3 (Racine n-iéme)

1. Pour n entier positif impair, on définit la fonction racine n — iéme sur R de la fagon suivante :
pour x € R, {/z est I'unique réel solution de I’équation t" = x.

2. Pour n entier positif pair, on définit la fonction racine n — iéme sur Ry de la fagon suivante :

pour x > 0, /z est I'unique réel positif solution de I’équation t" = .

1
De plus, on pourra noter que : /x =z

Dérivée des fonction puissances : lorsque la fonction est dérivable et pour « constante, on a
/ —
(z*) = az*!

Allure des courbes Soit n € N*,

n pair n impair
z—z"
x>z
0
0
z— Y >
_ 0
0
A A
T —
:Z-"l
0
0
1
T —
x'll
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4 Fonctions trigonométriques

—2 4
V' cos et sin sont 27-périodiques
V' cos et sin sont définies, continues et dérivables sur
R
Vo € R, cos'(x) = —sin(z) sin’(z) = cos(z)
} } } } v/ tan est m-périodique
| | | | v/ tan est définie, continue et dérivable
! ! ! !
| | Y ‘t&ﬂ(fl?) sur Dian = U}—E+pw,z+pw
| | | | 2 2
! ! ! | pEZ
! ! ! !
| \ \ |
sin(x
A ™l V2 € Dyan, tan(z) = (z)
! 12 2 ! cos()
! ! ! ! )
! ! ! !
| | | | Vz € Dian, tan'(z) = ——— = 1 + tan®
\ \ \ \ @ € Dian, tan (z) cos?(z) + tan’(z)
5 Dérivées - Primitives
Fonction Dérivée Fonction | Dérivée
1
xP pxpfl \/E Lt
2z
, , u u'v —ur
UV uUv 4+ uv — —
v v
7
In |u| ° e u'e
10
cos(z) —sin(x) sin(x) cos(x)
tan(z) | (1+ tan’(z)) vou u x v ow
Fonction Primitive Fonction Primitive
a axr+b U u+b
L, / Ly
T —z“+b u'u —u“+0b
: 2 i . 2 i
u
— l b — l b
. e + . sl +
- ~ b = ~+b
x x ) 1
z°, u'u®,
1 1
avec a € R,a # —1 ?x“+1+b avec a € Rya # —1 ?ua+1+b
a a
eaerb leaerb +c u'et e
a
avec a # 0

Si f est continue sur [a, b]:

fl; f(t)dt = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f.

Relation de Chasles. [* f(t)dt = fabf(t)dt + [, f(t)dt.



LIMITES USUELLES '

v Lalimiteen +o00 ou —oo d’unpolynome est égaledlalimitede son termede plushautdegré.

v/ Lalimite en 400 ou —oo d’une fraction rationnelle (quotient de 2 polynomes) est égale alalimite du

quotient des termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

v La limite en 0 d’une fraction rationnelle est égale & la limite du quotient des termes de plus bas degré

v Les limites suivantes sont obtenue a l’aide de la définition du nombre dérivé (ce sont les limites d’un
taux d’accroissement) :

i T 1 In(1
lim Sm(m)zl lime =1 limuzl lim

z—0 X x—0 x z—0 x z—0 X

cos(z) —1 0

v Croissance comparée exponentielle/ puissance et logarithme/puissance en +00 et —0o :
ax

e pour tout « >0,nm e N* meN* lim — =400 et lim z2Me*™ =0
z—+oo " T——00
(In(z))™

e pour tout n € N*,m € N*, lim =0

T—+00 xn
/ Croissance comparée logarithme / puissanceen 07 :

e pour tout n € N*,m € N* lim 2"(In(z))" =0
z—07t

PROPRIETE DE LA CROISSANCE COMPAREE POUR CALCULER UNE LIMITE:
"LORSQU'IL Y A INDETERMINATION: L’exponentielle l’emporte sur les puissances, les puissances

Uemportent sur le logarithme "
IDENTITES
REMARQUABLES

(a+b)? = a® + b* + 2ab, (a —b)* = a* + b* — 2ab,
(a—b)(a+b)=a® -1 (a +ib)(a — ib) = a* + b*.

SOMMES
CLASSIQUES

|

Somme d'une suite arithmétique:

nn+1)
142434 4n= ——
Somme d'une suite géométrique:
1_qn+1
1+q+@F +@ ++qt = Tq' sig+1
n+1, sig=1
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PROBABILITES I

Espérance d’une variable aléatoire finie :

E(X) =) aP(X =)
k
Variance : Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)
Ecart-type : 0(X) = /Var(X)
Loi de Bernoulli : P(X =1)=p, P(X =0)=1—p.
Loi uniforme entre 1 et n : P(X = k) = &, pour k entre 1 et n.

Loi binomiale B(n,p) : P(X = k) = ())p*(1 —p)" ™, k=0,...,n.

Probabilité de A sachant B :

P(AN B)
Pp(A) = ———
A et B sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B), c’est-a-dire si Pg(A) = P(A).

Formule des probabilités totales : si (A;,...,A,) est un systéme complet,

P(B) =P(A))P4,(B) + P(A2)Pa,(B) + - - - + P(A,)Pa, (B).
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