Cahier de calcul

— pratique et entrainement —

La suite de Fibonacci, définie par la relation de récurrence :

Un+2 = Un+1 + Un

Elle apparait sous de nombreuses formes biologiques, comme
la ramification des arbres, la disposition des feuilles sur une
tige, les fruits de ’ananas, la floraison de I’artichaut, le dérou-
lement des feuilles de fougeres, la disposition d’une pomme
de pin, la coquille de I’escargot et la disposition des nuages
lors des ouragans. Quant aux marguerites, elles ont le plus
souvent un nombre de pétales issu de la suite de Fibonacci.
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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques college/lycée ainsi que sur le
programme de premiere année de Post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur
de maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1’on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer réguliérement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études Post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :

e Un sommaire vous permettant d’avoir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches de ce cahier de calcul, et
de noter celles que vous avez déja faites ou pas.

e Une partie de calculs élémentaires, faisables dés le début de la premiere année, et centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!

e Une partie liée au programme de premiere année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calculs.

e Enfin, quelques fiches portant sur le programme de deuxiéme année : les chapitres nécessaires sont claire-
ment indiqués.

e Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont a la fin du cahier.
Chaque fiche de calculs est organisée ainsi :

e Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres a certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)

e Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est

symbolisé par une ( 0), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’'utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a 'utiliser a 'issue d’'un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutdt qu’un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention & l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par soi-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progrés apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, ¢’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études !

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez pas
a écrire a 'adresse carine-marjorie.courant@ac-lyon.fr.
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.
Deés le début de lére année.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

— Simplification de fractions.

Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel non nul).

) 32 ) 2771 x 42
) g e ©) STigr e
1 (_2)2k+1 X 321@71
3
b) 8° x yrRRRRRERRERRREERTERTES d) 3k

alcul 1.2 — Sommes, produits, quotients, puissances.

Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.

2 1 36 15
a) T g e c) 5% X 13 % P
2 2 6
b) = =02 ... d) —— <= (—==) ..o
) 20, )~ (-5)
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
1 1 1 1
2 e e PP
a) ( ><3><5><7)(2+3+5+7)
b (1B ey 2
15 3 10 G Tt

) 510 x 73 — 25% x 492
“ (125 x 7)3 + 59 x 143

1978 x 1979+ 1 980 x 21 + 1958

d) oo
) 1980 x1979—1978 x 1979

— Un petit calcul.

3 3 1 1
05-2+2 05-14+1-02

sous forme d’une fraction irréductible. ..........
é_i_Fi Z_Z_|_Z_35
6 17 ' 37 5 47173 )

Ecrire

— Le calcul littéral a la rescousse.

En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.

001A

2 022 1235 x 2469 — 1 234
a) . ) —————————————— ..
(=2 022)2 + (=2 021)(2 023) 1234 x 2469 + 1 235
2 0212 Q) 4 002
b) 20202420222 -2 T 1000 x1002—999 x 1001 "

Fiche n° 1. Fractions



— Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1 1
- = E N
a) RS e . pour n
3 _ bS b 2
b) (L;_ e (C;tb) pour (a,b,c) € Z?3, distincts deux & deux. ........................
6(n+1)
¢) PO pour m € NO{L 2} e
n2(n—1)2
— Le quotient de deux sommes de Gauss. )
k
. . k:Z::O X - p(p+1)
Simplifier ——— pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+--- +p = g
Sk
k=0
Calcul 1.8/ — Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. L
., b
Soit k € R\{1} et z € R\{2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + — avec b < c.
c
29 k 3x —1
— . b) —— ... .
9 % - o T3
Calcul 1.9] — Un produit de fractions. ]
. 1 1 2 2
Soit t € R\{—1}. On donne A = T+ 2 A1) et B= (1+t*)(1+1)°
Simplifier AB autant que possible. ........ ...
Comparaison
— Regles de comparaison. o
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 12 10 125 105
= e b) —...— ...... — = ...
9 5 TR 9 %5
— Produit en croix. o
33 215 104 348
Les nombres A = 66 317 e = 508 341 sont-ils égaux? Oui ounon? .......... ... ... ... ... ...
Calcul 1.12| — Produit en croix. )
100 001 1 000 001
Onpose A=——— ¢ =————aton A>B, A=BouA<B? ...........
1 000 001 10 000 001
» [Réponses et corrigés page [65|
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Fiche de calcul n°2

Puissances

Prérequis

002A

Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités

remarquables, factorisations et
Deés le début de lere année

développements simples.

Calcul 2.1 )
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 -1073)5
10°-10% ool ) T e —_—
2) RRTIE ©) {05109
10~° 3\—=5 . 105
b) (10°) ..ol A) T p GO 107
10-3 10%5.10-5
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 65
4 4
a) 3%-5% L. c) -E-IRLLRRLIRRERTREE e) SRISRLERRREIREES
— _ (304)7
b) (5%)72% ... d) (=72 (=77 f) 53 5
00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" - 37 ou n et p sont deux entiers relatifs.
23.32 322 4 321
A) S e I e
34.28.6-1 322 _ 321
8
b) 22049 (=2
(=37 22) "
calcul 2.4 000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
87 67° 127215
Q) s e C) oo e
9-3.242 952 . 184
b) 55212172 . 1252 Q0 36% - 70° - 102
7 GOE=Z . gEd i TAB DRI 158 i
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum 1’expression en fonction du réel x.
) T 2 2 ) z? n x> 222
a — — e c ——
r—1 z+1 22-1 22—z 3422 -2
2 1 8 1 x+2 2
b -t d) " +——4+——— ..
) T+ 2 x—2+x2—4 ) x x2-4 x2-2

» [Réponses et corrigés page [68|

Fiche n° 2. Puissances
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Fiche de calcul n°3 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables !
Deés le début de lére année.

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement
le résultat. La variable = représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 ]
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.
3
1
a) <2x—2) .................... d) (x+1)2(m—1)(x2+x—|—1)
2

b) (z—-1)°@?+z+1) .ooiin.. e) (x—1) (+1)(@*+a+1) ...

C) ($+1)2($71)(1’271'+1) f) ((E2—|—IL‘+1)(£L'2—$+1) .......

Calcul 3.2 ()

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de x.

a) (z— 2)2(—m2 +32—1) =2z —1)(2® +2) .o

b) (22 +43)(5x—8) — (2 —4)(Bx — 1) v

c) ((J;+1)2(x—1)(a:2—x+1)+1)x—x6—x5+2 .......................

d) (z+1)(z—1)° =22 T A L)

Factoriser

Calcul 3.3| — Petite mise en jambe. ]

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(6x+T)(62 — 1) +362% —49 ..o

b) 25 — (102 4 3)% oo

¢) (62 —8)(4x — 5) 43627 — 64 ..t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ..

6 Fiche n° 3. Calcul littéral



Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. o

Factoriser les polynémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rappelle que la forme

2
<x+2ba> _b2—4ac] (ot a # 0).

canonique de az? + bz + c est a

4a?
a) 22 =2+ 1 .. d) 322 +7Tx+1 ...l
b) a?4+4r+4 . e) 202 +3x—28 ...l
¢) 2243 +2 . f) —bx?+6r—1..............
— Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (z4+y)2—2% ... d) zy—z—y+1 ..o
b) 2%+ 6y + 9y* — 16927 ... .. e) a3 +afy+22t+2ayt+aty ..
c) zy+ax+y+l f) y*(a®+0b%) + 162" (—a® — b?) ..
— On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

O I o L

d) (ac+bd)® + (ad —DC)? oo

e) (ap+bq+cr+ds)* + (ag —bp — cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)? .

» [Réponses et corrigés page [69|

Fiche n° 3. Calcul littéral 7



Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.
Deés le début de lére année.

Premiers calculs

004A

— Définition de la racine carrée. L]
Exprimer sans racine carrée les expressions suivantes.
a) V(=B)2 d) \VJ2=VD2 .
b) V(V3—=1)2 .. e) VEB-m)2
c) (V3—=2)2 .. f) (B—a)? .
— Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2v5)% e) BV —-B-V7)? . ...
4
b) (24+VE)2 f) < 2\/5) ....................
2
) VA+2V3 ) <5 - ﬁ) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
V3

d) VI14+6vV2 ..o h) (VZ24+V3)2+ (V2 —V3)?2 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
Calcul 4.3 00
Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes.

2—3 1
A) e €) e

2+V2 V2-V3
b) V2-1 0 V2+ V3

a1 e T - SESARREREELEEERRELEE
0 V2+V3+6 0 5+2V6  5-2V6

—ﬁ Y-SR e BT A
o V3-V2 ) ( 5v2 )2

BB 1) e

Fiche n°4. Racines carrées



0000

Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.
1
VB3

Calculs variés

Calcul 4.5| — Avec une variable. 00

On considere la fonction f qui & > 1 associe f(z) = v — 1. Pour tout & > 1, calculer et simplifier les
expressions suivantes.

1 f'(x)
) F@)+ s e ) LB
b) ;Ez 1 ;; " jﬁg; .................. e) f(@) +4f"(Z) oo
f(@)
c) TA2f(T) o f) Py e
— Mettre au carré. Py

Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.

a) \/3+\/5—\/3—¢5 ................. b) \/3—2ﬁ+\/3+2\/§ ..............

— Méli-mélo. 000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
35 d) 3e7EM3
B) T e
2+5
3+VH
b) \V/342V2 i e) 2 2‘[ ........................
(2 [ 0 ey
C) A/ —ln—— ...
2-V2 2 V2-1
Calcul 4.8 0000

L 3 / 125 5 125
Simplifier \/3+ 9+? — \/—3+ 9+?.

On commencera par exprimer A% en fonction de A. ............. ... .

» |Réponses et corrigés page |7]]

Fiche n®4. Racines carrées 9



Fiche de calcul n°5 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.
Deés le début de lere année.

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles ;
e tous les parametres sont choisis de telle sorte que 1’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices!

Recherche de racines

Calcul 5.1] — Des racines vraiment évidentes. )

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2, —2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —6+9=0 .....cooiiiii.. £) 202432 =0 ...

b) 922 462 +1=0 ......cccvvin... g) 202 43=0 ...

¢) 22 4+4r—12=0 ..o, h) 2 4+40—-5=0 .....cccooiiiin..

d) 22 =524+6=0 .....ccooiiiii.. i) 322 —1lz+8=0........cceve...

e) 22 —Br=0 ..o j) b 424x+19=0 ...,

— Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22 —13x+42=0 .........c.o... d) 22 -8r—-33=0........cciin.,

b) 22 4+8r+15=0 ......ccociii... e) 22— (a+bxr+ab=0 ............

¢) 22418z +T7T=0 ...t f) 2?2 —2ax4+a®>—0>=0............

— L’une grace a lautre. o

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 14z +8=0 sachant que & =4 et TACINE ...........ooevirrriiiiieaiiiiiiieann,

b) 72?2 +23x+6 =0 sachant que £ = —3 €St TACINE ... ......evrrriiieeeiiiiiiiaaannn.

¢) ma?+(2m+1)z+2=0 sachant que x = —2 est racine ......................oooi...

d) (m+3)2® — (m*+5m)x +2m? =0 sachant que 2 = m est racine .....................

10 Fiche n° 5. Equations du second degré



“alcul 5.4 — Racine évidente.

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du
trindme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte.

(b—c)2? 4 (c—a) T4 (@ —=D) =0 oottt

a(b—c)z? +b(c—a)T+c(@—D) =0 v

Recherche d’équations

Calcul 5.5/ — A la recherche de I’équation.

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second
degré admettant comme racines les nombres suivants.

f)

2+3

m+vVm2 =3 et m— VM2 =3 .

m+ 3

m+1
m

Bt 2 = VB

‘ 2m —5
Bl e
2
m— 2
Ol e
m

Calcul 5.6 — Avec le discriminant.

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la
valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2Mm A 3)T Mm% =0 oo
b) (m4+2)2% —2(m — 1) +4=0 .00t
¢) (M43 2% +2Bm+ Dz +(m+3) =0 oo

Fiche n° 5. Equations du second degré
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Factorisations et signe

Calcul 5.7| — Factorisation a vue. 00
Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.
a) 202+ Tx+6 = (2 +2)(AT +D) oo
b) —da? 44z — 1= (22— 1)(@Z +D) .
¢) =322+ 14z — 15 = (2 = 3)(AT + D) oee
1 11
d) §x2 + 2%~ 0= (2 =D5)(AT +Db) <o
e) 22+ 2VTr =21 = (& — V1) (aZ 4+D) oo
Calcul 5.8 — Signe d’un trinéme. ]
Déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.
a) 22— (V24 D)2+ V2 oo
b) =% 20 15
C) (T4 1)(Br —2) it
r—4
A)
) 2z 41

» [Réponses et corrigés page |73|
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Fiche de calcul n°6

Exponentielle et Logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.
Dés le début de la lére année.

Logarithmes

006A

Calcul 6.1 ()
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
1.1 1.1
Inl6 ..o —In-—=-ln= ................
a) Inl6 d) gy~ zlng
b) Inb512 ... e) In72—-2In3 ...
c) In0,125 ...l f) In36 ..o
Calcul 6.2 ()
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
) 1 : d) 1n500
Do e n500 ...
T
16
b) In(2,25) .coovii In— .. .
) n(2,25) o) I
c¢) In21+2In14 —3In(0,875) ..... £) In(6,25) ..oooviii
Calcul 6.3 00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
lnl-l-lng-i- +ln%+ln%
5 3 99 TOD T e
Calcul 6.4] — Logarithme et radicaux. 00
7 1
a) On pose & = — In(3 4+ 2v/2) — 41In(v/2 + 1). Calculer (14 v/2)? et
) p T ) ( ) ( ) a1
En déduire une écriture simplifiée de a en fonction de In(v2 — 1) ....ooiiiiiiiiiii ..
b) Calculer 3 sachant que In 8 =1n(7 +5v2) + 8In(vV2+ 1) +7In(v2 —1) ...oooiviiiiin...
c) Simplifier vy = ln((2 + \/3)20) + ln((2 - \/§)20> ............................................
1 -1
d) Simplifier 6 = ln<\/§2+ ) + ln(\/g2 ) ................................................
Fiche n° 6. Exponentielle et Logarithme 13



Exponentielles

Calcul 6.5

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Calcul 6.6

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Etudes de fonctions

— Parité.

Etudier la parité des fonctions suivantes.

2021 + x
L I
) friz— g
b) fo:ix = In(@ 4 V@2 4 1) oo
e — 1
R e S
c) fs:w % 11
e —e™ "
d L b e

Calcul 6.8 — Etude d’une fonction.

et —e "

Soit f:axr— ———.
et +e 7T

a) Préciser ensemble de définition de cette fonction. ........... ... i

fla) + f(b)
1+ f(a)f(b)°

b) Montrer que pour tous réels a et b on a f(a+b) =

c) Déterminer la limite de f en 400, ..ot

d) Déterminer la limite de f en —00. ...

14 Fiche n° 6. Exponentielle et Logarithme



00

On consideére 'application
RY —R
' x——1In(1l+x)

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout z € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e" —1) o d) off(x) =1 oo
b) et f @) . e) ef’f@(ﬂzf)l) ...........................
¢) =f(x?—2x)

Equations, inéquations

000

Résoudre les équations ou inéquations suivantes.

» [Réponses et corrigés page |75|
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Fiche de calcul n°7 007A

Trigonométrie

Prérequis

Cercle trigonométrique. Relation cos® 4 sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin
et cos. Fonction tangente.

Deés le début de lére année.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

Calcul 7.1 )
Donner les valeurs :
3
a) cos Zﬂ- ............................ €) COSTM wovieieia e
b) sin % ............................. £) sin3m ...
) tan - ) ™
€) BAD L B) COS L i
7
d) tan %T ............................ h) sin Fﬂ- ............................
L
Simplifier :
a) co 4o 37T+co 57T—i—co n c) ta 27T+ta 37T+ta 57T+ta n
5 — s — s — s — . n— n— n— n—
Ty T T ey 3 4 6 6
5 7 4 4
b) sin % + sin % ................... d) cos? g + sin? ?ﬂ- .................

Signe du cosinus et du sinus

Calcul 7.3 0
Donner le signe :

2 13
a) cos TR d) tan e U UETTTETRTR

5 )

14

b) sin LTI e) sin P TETRRR

5 )
c) cos S f) tan 3

5 5

Propriétés remarquables de cosinus et sinus

Calcul 7.4 ()
Simplifier :

16 Fiche n° 7. Trigonométrie



a) sin(m —z) + cos(% + x) .......... c) sin(% - x) + sin(g + a:) .........

b) sin(—xz) + cos(m + x) + sin(g - a:) d) cos(x —m)+ sin(—g - x) ........

Equations trigonométriques

Calcul 7.5 0000
Résoudre dans [0, 27|, dans [—m, 7], puis dans R les équations suivantes :
1 1
a) COST=— .......... f) |tanz|=—7 ......
) . ) ltana] =
. 3 3
b) sinz=—-—— ....... g) cos(2z) = £ ......
2 2
. o L,
c) sinz = cos 5 e h) 2sin®z+sinz—1=0
: ™
d) tanx =—1 ......... 1) COSl':COS? .......
e) cos®r=— ......... j) sinz=cos— .......
Inéquations trigonométriques
Calcul 7.6 0000
Résoudre dans [0, 27], puis dans [—, 7], les inéquations suivantes :
2
a) cosxkfg ........ e) tanx>1 ............
™
b) cosz < cos FRRRRRRREE f) Jtanz| =1 ...........
) sing < - ) ( W) >0
SINT < = coslz——)>=0......
¢) sinz < g g 1
. 1 ™
d) |sinz| < CIRRRERRRRREE h) cos(2:1: - Z) 20.....

» |[Réponses et corrigés page [77]
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Fiche de calcul n°8 008A
Dérivation

Prérequis

Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.

Dés le début de lére année, sauf pour les composées : apres le cours de lere
année.

Application des formules usuelles

Calcul 8.1 — Avec des produits. ']

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) E€Ret f(x) = (22 +30+2)(20 —5). vt

b) z€Ret f() = (2> +32+2) (2% =5). oo

¢) zE€Ret flx)= (22 =22 +6)exp(22). «ooeviiiiii

d) z€]2,4oofet f(z)=Bx® —z)In(z —2) ...

Calcul 8.2 — Avec des puissances. o

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) xE€Ret f(r) = (22 —5x)°

b) ze€Ret flx)= (22 +4x —1)% ...

¢) zE€Ret fla)= (sin(x) +2cos(x))% i

d) zeRet f(x) = (3cos(x) —sin(z))®. ...

Calcul 8.3 — Avec des fonctions composées. ]

Déterminer I'expression de f/(z) pour f définie par :

a) rzeRet flx)=In(z® +1). ...

b) zell,+oolet f(x)=In(In(x)). «.ooveiii

¢) zeERet flx)=(2—2)exp (2?2 +2). «ooiiiiiii

18 Fiche n° 8. Dérivation



d) zeRet f(x) =exp(3sin(2x)). «.ooviriiiiiii

Calcul 8.4] — Avec des fonctions composées — bis.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

c) z€]0,mlet f(x)=/SIN(X). .oovii

d) z€]0,+oo[ et f(x) =sin(Va). ..o

— Avec des quotients.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

2?4 3z
a) meRetf(l‘):m .....................................

b) z €]0,+00 et f(x) = e

cos(2z +1
C) xeRetf(l'):Jgi_Fl) .....................................

z? + 3z
d) ze]l,4+oofet f(z) = %

Opérations et fonctions composées

Calcul 8.6

Déterminer I'expression de f/(z) pour f définie par :

a) x € R* et f(x) = a?sin (é) ......................................

b) # €] = 33[el (1) = S

) ze]l,+oof et f(z) = m(

d) ze€l0,m[et f(z)=1In (sizx). ...................................

Fiche n° 8. Dérivation
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Dériver pour étudier une fonction

Calcul 8.7

Calculer f'(z) et écrire le résultat sous forme factorisée.

1 1

a) re€R\3,-2et f(z)= + e

3—x 2+4+=x

b) z€]—1,4oolet f(z)=a® —In(z+1) ... ...

T+ 2

¢) z€]l,+oo[et f(z)=In(z? +2—2)— e

d) ze]—1,4o00[et f(x)zi+x—21n(x+1). ..............

r+1

~ 1+In(z)

e) z€l0,e[Ule,+oolet f(x)= T— ()

» [Réponses et corrigés page [30|
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Fiche de calcul n°9 009A

Primitives

Prérequis

Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.
Des le début de lére année.

Pour chaque fonction a intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 9.1 o
Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.

) ) sin(4r)
a) 5 IR RR LR RLERRRRREES SIN(4E) oo

3 5

b) ——— VI+t—Vt.ooooo

) Tr2e °) vi

) s £) X

(t+2)3

Utilisation des formulaires

Calcul 9.2 — Dérivée d’une fonction composée. 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.
212 7t
aA) 3 ....................... d) 37 ....................
1+1¢ V1 + T2
b) tV/1 22 )
1+ 3¢t2
t 12¢
)

Calcul 9.3 — Dérivée d’une fonction composée — bis. 00
Méme exercice.

In®¢ 1
B) d) ——

) 3 ) 2Vt

b) — ) e

t\/m 1 — e—t + et .................

8 2t %

) )

(3—e*)? 2

Fiche n®9. Primitives 21



— Trigonométrie.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

a) cos’tsint.......

f) tan®t........... j)
g) tant ... ....... k)
tan® ¢
h) —— ...
) cos?t )
) 1
) ———— ...
cos?(t)vtant m)

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Pour chacune des expressions suivantes :

e dériver puis factoriser I’expression ;

e intégrer ’expression.

i

j)

k)

a) 2 —2t+5 ...
11
b) = += ..
Vet
1
C) t7t73 ........
11
d) —

1+ tan?t

e

et

2+ et

et

1+e?

sint
2+ 3cost

t

ﬁ ........

» |[Réponses et corrigés page [33)
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Fiche de calcul n°10 010A

Calcul d’intégrales

Prérequis
Primitives usuelles, composées simples.
Deés le début de lére année, et apres le cours de lere année.

Intégrales et aires algébriques

b
On rappelle que / f(x)dx est laire algébrique entre la courbe représentative de f et I'axe des abscisses du

a
repére lorsque les bornes sont dans le sens croissant.

L

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

3 -3 -1
a) / r? +e¥da . b) / | sin 7z| dx c) / sinzdx ...
5 0

-2

00

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

3 7 2

a) /7dx ........ c) /3xda: ...... e) / sinzdx ....
1 0 -2
-3 8 1

b) / 5de ..., d) / |- 2da .. ) / el de ...
7 2 —2

Calcul d’intégrales

b b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(x)dx = F(b) — F(a), que 'on note {F(m)} .

a

— Polynémes. 00

Calculer les intégrales suivantes.

0 ~1
c) / P rr+lde ... f) / 2 0dz
1

—2

— Fonctions usuelles. 00
Calculer.
% 2 d 2
a) / sinzdr ... c) —J; ......... e) / edr ......
-z 1 T -3

b) /_gcosxdx... d)/l %dx f) /:Ci: .......

us
6
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Calcul 10.5| — De la forme f(ax + b).

Calculer les intégrales suivantes.

— Fonctions composées.

Calculer les intégrales suivantes.

3
z—2
———dx ...
2) /1 224z 15"

b) /4 rsin(z® +1)dz ........

usy
4

z
c) / tanxdr ...
0

Calcul 10.7| — Divers.

Calculer les intégrales suivantes.

1 em
a) R P e — de ........
0 €2‘L + 2e* + 1

00
d) /6 sin(3z)dz .............
) 33 4 .
e —dz ...
0 \/3l’+1
:
f) /_Trcos(g—x) de .........
00
z
d) / sinz(cosz)’dz ........
1 2
e) / we® Vdx ..
0
1
x
) | ————dx ............
), e
000
d) / se 2w
1 x
e) /2 cos(2z)sin(z)dz .......
0
f) /4 |coszsinz|dr .........
00

» [Réponses et corrigés page [35|

24

Fiche n° 10. Calcul d’intégrales



Prérequis

Fiche de calcul n°11

Intégration par parties

Primitives, dérivées, intégration par parties.

A la suite du cours de lére année.

011A

On rappelle le théoréme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C*([a,b],R) et si v € C*([a, ], R), alors

Intégrales

Calcul 11.1
Calculer :

i

3
a) / tecostdt ...l
0

Primitives

g) /01 In(14+2)dt .o,

1
h) / tarctantdt ................
0

. Lot
i) /0 T—!—tdt ..................
j) /1 VT FEAE o

0

k) /01 VIFtin(l+6)dt ..........

™

) /4 ttan®tdt .......... ..
0

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.

a) z+—— (—z+1)e” ...

¢) x+— arctan(x) ......

d) z+— zcos(x) ........

Fiche n°11. Intégration par parties
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul d’intégrales.

1
a) / (243t —4)e®dt ...l
0

— Calcul de primitives.

Calculer des primitives des fonctions suivantes.

b) /2 el sint dt
0

¢) xz+— (zlnx)

» [Réponses et corrigés page |39
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Fiche de calcul n°12

Changements de variable

Prérequis

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.
A la suite du cours de lére année.

Changements de variable

012A

Calcul 12.1 00
Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de 'intégrale.
1
a) / V1—1t2dt avec t =SINO ... ..
-1
S
b) / ——=dt AVEC U = VE ottt
1 \/Z +Vt3
i
c) / —dt AVEC U = SIIE « vttt ettt ettt e
o cost
3
d) / sin® t cost dt AVEC U = SINT « vttt
0
z 3 3
e) / sin® ¢ cos” tdt AVEC U = SINT «ve ettt
0
to
f / —dt AVEC U = VE o e e e e e e e e e e
) 1 t+VE
Calcul 12.2 00
Méme exercice.
T : t
a) / S g AVEC U == COST vttt ettt it
o 3+ cos?t
b
b) / dt AVEC U = €0
0 2+et
fo
¢ —dt AVEC U= — — 1 o
) /2 VAt —t?
b
d) /0 m dt AVEC & = BAM U oo vttt e e e e
/ LN
— AVEC U = = ottt ittt et e e e e
Vatvt? —1
2
€ Int
f) / n72 dt AVeC U = 1T ottt
e t+tn“t
Fiche n° 12. Changements de variable 27



Changements de variable et intégrations par parties

Calcul 12.3 000

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur
de l'intégrale.

4
a) /e‘/zdt AVEC U = VE o e e e e
1

n(vi—1) )
b) /3 Tdt AVEC U = VE ottt

Calculs de primitives par changement de variable

00
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
U cosx +sinz
a) xE}O,—{iﬁﬁ AVEC U = CANT «vv e ee e
2 sin x cos® x
. 1
b) zeR] — —(—— avec U =ver —1 ...
er —1
c) xER*%# avec u = V/x
+ T+ Vz
1
d) z>1+— avecu=+/x2—1 .......... .. ...
zvx? —1

» |Réponses et corrigés page |92
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Fiche de calcul n°13

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis
Fonctions In et arctan.

Petites décompositions en éléments simples.
Forme canonique d’un trindéme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

A la suite du cours de lére année.

Premier cas

Calculer les intégrales suivantes.

!
a) [ mdt .......................

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

Deuxiéme cas

’
Dans ce deuxieme cas, il s’agit de reconnaitre une expression du type *-.

Calculer les intégrales suivantes.

2
2 + 1
L P
2) /1 21+l

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

1
/ﬂ t+ﬁ
a —=dt ...
1 t2+2

013A

Fiche n° 13. Intégration des fractions rationnelles
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Troisiéme cas

Calcul 13.5| — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale. L

a) Quels sont les deux zéros de t — 12 — 3t 427 ...

b) Trouver deux réels A et B tels que

1 A B
tout t € R\ {1,2 it =
pour tout t € R\ {1,2}, on ai ) i

4
2
c¢) Calculer / Al
) , (-D(E-2)

00

Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.

000

t2 —aq

Soit a € ]0,1[. Calculer /
0

Quatrieme cas

L U
Soit a € R*.

roodt
a) En effectuant le changement de variables ¢t = au dans l'intégrale / a2 déterminer une primitive de
0 a

Calcul 13.9 o

Calculer les intégrales suivantes.

Yalcul 13.10 00

21
Calculer / 55 At oo
242
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Synthese

Calcul 13.11] — Mise sous forme canonique.

Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).

Jalcul 13.12

Calculer les intégrales suivantes.

! 1
—dt
2) /0 11212

0 1
b) / ———.
14t

calcul 13.13

Soit a > 1. Calculer les intégrales suivantes.

3 1
a) T e L L
_% 3t2 + 2t + 5

1
1
b) /0 t2—(2a+1)t+a2+adt

1
¢) V24 —z+V2 ...

V2

a [fL 4
)/0 6¢2 — 5t + 1

» [Réponses et corrigés page |95|
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Fiche de calcul n° 14 0014A

Systemes linéaires

Prérequis
Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.
A la suite du cours de lére année.

Systémes de 2 équations a 2 inconnues

Calcul 14.1 )
Résoudre dans RZ.
r—2y =1 3z —6y=-3
a) {3x+4y:13 ......... c) Sp42y=2
20 +y = 16 3z — 4y = —V2
by ¢ °7 T T d)y « 7T S
z—y =5 62 +2y=3V2
Calcul 14.2| — Systémes avec parameétre. o
Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.
) 3z +2y=2 ) 3r+5y =a
2$—|—4y:a ............ C 2x—y:a2 ............

........ Q { rr2y=3a

b) r—ay=3a+2
ar +y=2a—3

Systémes de 2 équations a 3 inconnues

Calcul 14.3 o

Résoudre dans R>.

2) r+2y+z=1 ) r—y+32=5/2
Srby_2:—3 e c R

b) 3r—2y+2=26 d) S5c+y+2z=-5/2
r4+2y—z=-2 " 20 —y+2z=-5/3

» [Réponses et corrigés page [101]
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Fiche de calcul n° 15

Nombres complexes

Prérequis
Forme algébrique et forme exponentielle.
A la suite du cours de lére année.

Pour s’échauffer

015A

Calcul 15.1| — Ecriture algébrique. o
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.
a) (246)(54i) oiiiiian.. e) (2-3)" ...
. 1
b) 3—-1)(4+1) ccovviiiii.., f) R
3—-1
. 2—3i
c 4=30) e .
) (=30 8) 532
Q) (- 2)1+20) oo by e
Calcul 15.2| — Forme exponentielle. o
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
;31
a) 12 ... e) —2e'5 L
D) =8 ) B =Bl i
¢) VB g) —5+5iV3 .
d) =20 oo h) €% 4+el® .
Un calcul plus difficile
Calcul 15.3| — Une simplification. 000

1+V2+i

On pose z = 14-7\/5—1

a) Calculer |z] ...
b) Mettre z sous forme algébrique ....... ... ... . i
c) Calculer 22020

» [Réponses et corrigés page [103
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Fiche de calcul n°16 016A

Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis
Nombres complexes, trigonométrie.
A la suite du cours de lére année.

Dans toute cette fiche, x désigne une quantité réelle.

Linéarisation

sJalcul 16.1 o

Linéariser :

a) cosP(T) i, d) cos(3z)sin®(2x) ...

b) cos(2x)sin®(x) .... e) cos®(2x)cos(3z) ..

¢) cos?(2x)sin®(z) ... f) sin?(4x)sin(3z) ...

Arc moitié, arc moyen

Calcul 16.2 00
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme rel? | avec r > 0) :
a) 14e® ... e) —l—e's ...l
b) L+e% f) 1—eltz ..............

o 1+e's
c) e s —1 ... ) + el

1 —e'iz

d) 1+4ie's ... h) (1+elﬁ)27 ..........
Calcul 16.3 o
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'?, avec r > 0) :
a) eF 4elt b) elF —elt L
Délinéarisation
Calcul 16.4 o

Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(x) :
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Factorisation

Factoriser :

a) cos(z) 4+ cos(3z) .....

b) sin(bz) —sin(3z) .....

Factoriser :

a) sin(z) +sin(2x) 4+ SIN(3X) oo et

b) cos(z) + cos(3z) + cos(Bx) 4 cOS(TL) . ovveniri i

2m 4m
c) cos(z) + cos (:lc + 3) + cos (m + 3)

c) cos(z) — cos(3z)

d) sin(3z) + sin(5z)

» [Réponses et corrigés page |105]
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Fiche de calcul n°17

Sommes et produits

Prérequis

0017A

Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carrée, logarithme népérien).

A la suite du cours de lére année.

Si ¢ est un nombre réel et si (m,n) € N** et m < n, on a

.]ik:(n—m—i—zl)(m—kn) 'ki:k3:<

n

k=m

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.

Calculs de sommes simples

Calculer les sommes suivantes.

Calcul 17.2

Méme exercice.

Calcul 17.3| — Produits.

e > 4=

2
n k) _ n2(n+1)2

(Non par coeur)

4
k=1
1— n—m-41
qmlqi sig#1
n—m+1 sinon.

k=1

L4

zn:(Bk:—Fn—l) ................
00

~-+% ............
o

Calculer les produits suivants, o p et g sont des entiers naturels non nuls tel que p > gq.

36
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Changements d’indice
Calcul 17.4

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) Zn—f—l—k avec J=n4+ 1 — k. oo
k=1

"1 1
- —_— ) = L — ke
b) ngk 1o Aveed n + k

c) Zk2k AVeC J =k — L. o
k=1

n+2

d) Z(k— 2)% AVEC J =k — 2
k=3

Sommes télescopiques, produits télescopiques

Calcul 17.5| — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.

n+2 n k
a E+1)°%—k2 ... C) Y —————
) ’;( ) ) 2 (k4 1)
n 1 n
- d kxk! o
b) Zln<1+k> ............. ) X
k=1 k=1

Calcul 17.6] — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

o TEE o TI(1 1)

k=1 Pt
"ok +1 n L
b) HQk—l .................. d) H(l_k2> ...............
k=1 Pl

Calcul 17.7

Calculer les sommes suivantes, en cherchant a faire apparaitre une somme télescopique.

" 1

a) kzzjlk(kJrl) ..................................................................
- 1

b) DRI E)
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Sommation par paquets

Calcul 17.8

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles

Calcul 17.9

Calculer les sommes doubles suivantes.

1<i<jsn

S S (o )

1<i<j<n

» [Réponses et corrigés page [108|
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Fiche de calcul n°18 018A

Coefficients binomiaux

Prérequis

Factorielles. Coefficients binomiaux. Formule du bin6me de Newton.
Deés le début de lére année, et a la suite du cours de lere année.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et coefficients binomiaux

Calcul 18.1| — Pour s’échauffer.

Donner la valeur des expressions suivantes :

) 101!

a 99| ..............................
10!

b) ? ...............................
1 1

C) g — 5' ...........................

“alcul 18.2] — Pour s’échauffer — bis.

Q) (g) ..............................
) (2) ..............................
[ 4x @ ..........................

Ecrire les expressions suivantes a l’aide de factorielles, coefficients binomiaux et le cas échéant a 'aide de

puissances.

a) 6X7Xx8x9 ............

6x7x8x%x9
b) m ........... d) 3><5X><(2n+1)
Calcul 18.3] — Avec des parameétres. )
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.
2)!
a) (Z) (pourn>2) ....... d) (n :! Y
n 1 n
b) (3) (pourn >3) ....... e) IR AR
(2 (U
C) ( n ) ................... f) 22(1’L+1) 22n """""""
k41
Calcul 18.4] — Avec des parametres - bis. 00
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.
) 1 L 1 L 1
a) X (nF 1) I ()l
b) (3(n+1))! . (3n)!
BT X (n A DNF © @ x ()8 e
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Autour du bindme de Newton

— Le binéme de Newton. o
Calculer les sommes ci-dessous a 1'aide de la formule du binéme de Newton.
S k(T S 2n—k (T
) Zz<k> ............. SIDIE (k> ..........
k=0 k=0
b) Z (_1)k+1 n d) Z ok+2 n « 32n—k+1
p) f
k=0 k=0
00
a) Développer a l'aide de la formule du binéme de Newton (1 +1)" + (1 —-1)" ..........
1] n
b) Calculer ( ) ..................................................................
p=0 2p
Calcul 18.7 00

Avec 2 méthodes : (1) En utilisant la fonction x — (1+x)", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant

en 0, calculer...

—1
(2) En utilisant k(") - n<” ) k% = k(k — 1) + 1, calculer...

k k=1
a) Z <Z) ................ c) <Z> x k2 ...
k=0 k=0
" (n " /n 1
b) Z(k)xk: ............ d) (k)ka
k=0 k=0

a) Donner le coefficient de 2" dans le développement de (1 + x)

» |Réponses et corrigés page [113]
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Fiche de calcul n°19 019A

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis
Dérivation, équations du second degré.
Apres le cours de lére année.

Calculs de valeurs

Calcul 19.1] — Fonctions circulaires réciproques. ()

Calculer les valeurs suivantes.

a) arcsin(é) ................. d) arctan<> ...............
in(¥3
b) arcsm( 2) ................ e) arctan(l) .............. ...,
arccos(?)
1 1
| < 1 f) arccos(3 + 6) ............
c) arccos| —= | ..iiiiiiiil
V2

Résolution d’équations

Calcul 19.2| — Fonctions x — a”. o

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

a) 3= — ... c) 2°=3x4Y ..........

b) 4" =2x2" .......... d) 102 =4x5"x92 ...

Calcul 19.3| — Fonctions x — a” : plus difficile.. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.
On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

) 2% AT S A

D) 167 — 3 X A% £ 2 =0 .o

C) 2 X 9T = BT — 3 = 0 et
S S e [
Calcul 19.4) — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.
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a) arcsin(x) = g ...........

b) cos(arccos(z)) =0 .......

c¢) arccos(cos(z)) =0 .......

Dérivation

— Quelques calculs de dérivées.

Dériver les fonctions suivantes.

— Dérivées plus compliquées.

Dériver les fonctions suivantes. La fonction F' est une primitive de = — e~

)

a) x+— arctan(x) + arctan(

X

d) arcsin(sin(z)) =

e) arcsin(sin(x)) =

f) tan(arctan(z)) =1 ......

c) zr—x® ...

arctan(z)

d) ST
2+ 1

ZE2

w3

D) @ F () i
¢) zrarctan(z) — —In(z2 4+ 1) ..o

» |Réponses et corrigés page[117]
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Fiche de calcul n°20

Suites numériques

Prérequis
Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.
A la suite du cours de lére année.

Calcul de termes

020A

— Suite explicite. )
Soit la suite (uy,)nen définie par : Vn € N, u,, = 2”—;'3 x 22 Calculer :
A) WY e C) Ul weevneneee e
b) 7 d) L 7
— Suite récurrente. o
On définit la suite (up)nen par ug =1 et ¥n € N, u,11 = 2u, + 3. Calculer :
Q) UD e D) U3 e
— Suite récurrente. ()
1
On définit la suite (wp)nen par wo =2 et Vo € N, w11 = éwi Calculer :
A) WY et b) son centiéme terme ...............
Suites arithmétiques et géométriques
Calcul 20.4] — Suite arithmétique. 00
La suite (ay)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2. Calculer :
a) QIO vvvve v n ittt C) Q] Q00 ++vvvvvmvmrnnnnneenenennnnens
b) Si00 =Gp+ a1 +...+a99 ......... d) S0 = a9 +ay+...+ag0 ----.---
Calcul 20.5| — Suite arithmétique. ]
2 3
La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que b1p1 = 3 et bigz = vk Calculer :
a) b102 ............................... b) T e e
— Suite géométrique. 00
1
La suite (g5 )nen est la suite géométrique de premier terme gg = 3 et de raison 3 Calculer :
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a) Son dixiéme terme est : ........... C)  G10 e e

b) 0'10:g0+gl+...+gg ........... d) Gllzgo+gl+...+glo ..........

— Suite géométrique. ')
5 11

La suite (hy,)nen est une suite géométrique de raison ¢ vérifiant que hqq = 1—7{ et hig = 2—; Calculer :

a) h12 ............................... b) [

Suites récurrentes sur deux rangs

salcul 20.8 ]
Soit la suite (up)nen définie par que ug =2, u; =1 et Vn € N, upp0 = upy1 + 6u,. Calculer :
T D) Us e

alcul 20.9 { U
Soit la suite (vy,)nen définie par que vo = 0, v1 = V2 et Vn € N, Unt2 = 2Up41 + vy, Calculer :
Y D) Vo e

alcul 20.10| — Suite de Fermat. 000
Soit la suite (F},)n>0 définie par Vn € N, F,, = 22" + 1. Calculer :
a) Fy oo d) Fox(Fo—2) i,
D) Fh e) FZ
¢) (Foi—1241 oo, f) F2.,—2(F,—1)% ...,

» |Réponses et corrigés page [120]
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Fiche de calcul n°21

Inégalités

Prérequis
Manipulations d’inégalités.
Deés le début de lére année.

Pour s’échauffer

Calcul 21.1

Vrai-Faux : Soient deux réelsaet btq: 1 <a<2et -5<b< -3

a) —4d<a+b<-—1..................

Calcul 21.2

Vrai-Faux : Soient deux réels a et b

a) —ab<

Calcul 21.3

Vrai-Faux : Soit z un réel

a) sinz < (sinz)? ...

b) (sinz)®* <sinz ....................

Pour comparer des intégrales

Vrai-Faux : Soit un réel z, 1 < z < 2, et pour tout n € N, on note u,, = /

(Inz)™

0< <
8) 1+ 3

(Inz)™

b) 0< <n2)™ ..o

1+

c) 0<

d) 0<

2
1

(Inz)™

(Inz)™
142

(Inz)m+t

dx

14z

(Inz)"+!

1+

14z

o (Inz)™

14z

034A

Fiche n° 21. Inégalités

45



.................. g) La suite (up), est décroissante. ...

f) La suite (uy), est croissante. ...... h) La suite (uy,), est bornée. .........

i) La suite (up), converge vers 0. ....

calcul 21.5 o
. . . 1 ' (Inz)"
Vrai-Faux : Soit un réel z, = < z < 1,et pour tout n € Non note u,, = dx
2 1/2 ]. + X

(Inz)" (Inz)"*t  (Inz)"
T < <—— i
a) (In(1/2))" < T c) 0 32 Ttz
1 n 1 n+1
b) 0< (1nf) < (115:? e RRTRERTEES d) La suite (up), est monotone. ......
x

e) La suite (uy,), converge vers 0. ....

Pour comparer des sommes

L

2n
1
Vrai-Faux : Pour tout entier n > 1, T;, = E z
k=n+1

00

Vrai-Faux

1
Soit n > 1, on définit u, = —2v/n + Z—
vk

1
) Ungd K Un oeoneneneeae e ¢) \/k+1—\/E<m<\/E—\/k—1

D) Un SUngr oo d) La suite (uy, ), est bornée. .........

» |Réponses et corrigés page [122]
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Fiche de calcul n°22 021A
Développements limités

Prérequis
11 est nécessaire de connaitre les développements (en 0) des fonctions usuelles.
A la suite du cours de lére année.

Développements limités

Calcul 22.1] — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. L)

Former le développement limité, a 'ordre indiqué et au voisinage de 0, de la fonction de la variable réelle x
définie par ’expression suivante :

a) Alordre3: f(z)=sin(z)+2m(l+z) ......cooonn...

b) A l'ordre 2 : WUt
1+

¢) Alordre4: sin(z)(cos(z) —1) covvrriiiiiiiiiiiiiai..

d) Alordre4: e®sin(z) ...ooovvviriiiiiii

Calcul 22.2| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle x définie
par I’expression suivante :

a) Alordre2,en0: f(z) = (142)% ooooiririreranannn...

b) A l'ordre 4, en 0 : COS(T) et

¢) Alordre3,en0: € ... i

N In(2 —
d) ATlordre 2,en1: n(2 3 SRR
x
Equivalents
00

Déterminer un équivalent au voisinage indiqué, de la fonction de la variable réelle x définie par ’expression
suivante :

1 1
EnO: ———— — —
a) En0 x(e* —1) a2
b) En 4o0: S )
z+1

c) En4oo: zln(z+1)—(z+1DIn(x) ..covveiiiiiiiiii
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Fiche de calcul n°23

Calcul matriciel

Prérequis
Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.
A la suite du cours de lére année.

Calcul matriciel

Calcul 23.1] — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

1 -1 0
A=[o 2 1), B=(1 7 -2),
3 -1 2

Calculer les produits matriciels suivants.

a) A% ... d) ExB g) D* ...
b) A3 ... e) AxE h) DxC
¢) BxE f) BxA i) B'"xB

025A
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— Calcul de puissances. 00

On note
1 ...
a=(o 1) =0 5) o=() ww) 2= w1

la matrice D étant de taille n x n (o n € N*) et ou 6 € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-iéme, pour k € N.

a) A? e) B® i) c*
b) A3 f) BF j) D?
c) A* g) C? k) D?
d) B? h) C? 1) D*
— Calculs avec des sommes. 0000

Soit n € N*. On note A = (ai;)1<i,j<n, €6 B = (bij)1<i,j<n les matrices de termes généraux suivants :

i—1 o
ij = s b, = 2'377°
o <j—1> §=23

Donner le coefficient d’indice (4, j) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole > .
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Inversion de matrices

Calcul 23.4] — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A<7T e), B(l.+1 2_.1>, c=lo 2 1],
2 2 i —1i 3

-1 2
™ T 21 1 0 2 0 2 1
D=1« 0 o), E=1(2 1 =3, F=12 0 1],
—m =27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 1 H= 7T 2 2 9 |’ J = -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, l'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

b) B e) E .. h) H
c) C f) F i) J
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— Matrices dépendant d’un paramétre. 000

On note A et u deux parametres réels. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=[-1 -1 2|, B=[Ax 1 rx-1
A1 2 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que
la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

a CNS pour A ¢) CNS pour B
inversible . inversible
b) Inverse de A ... d) Inversede B ...
» [Réponses et corrigés page |126]
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Fiche de calcul n°24

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles.
A la suite du cours de lére année.

Equations d’ordre 1 A coefficients constants

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ =12y et Y(0) =56 oot

b) ¥ =y+1 et y(0) =5 i

c) ¥ =3y+5 et Y(0) =1 coii

d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 ittt

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) BY ==y et Y(1) = e

b) Ty +2y=2 et y(7)=—1 coiirii

c) ¥ —VBy=6 et y(0)

I
3

d) y=my+2e et y(m) =12 oo

0027A
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Equations d’ordre 2, homogeénes, a coefficients constants

Calcul 24.3] — Une équation avec conditions initiales.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) y' =3y +2y=0 et y0)=1 e 2(0)=2 ..o ...
b) ' =3y +2y=0 et y0)=1 et ¢ (0)=1 ..ccciiiiiiiiiiii...
c) v/ =3y +2y=0 et y0)=1 et 2(0)=3 ...cooiiiiiiiii. ..
d) v =3y +2y=0 et y0)=1 et ¢ (0)=3i ..o,

Calcul 24.4) — Racines doubles, Racines simples.

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ —y=0 et y0)=1 et ¢'(0)=1

b) v +3y +2y=0 et y(0) =2 et y/(O):?) .........................

) ¥ +y —2y=0 et y(0)=1 et ¢'(0)=2

d) ¥ =2y +y=0 et y0)=2 et y0)=1 ..o,

e) y'+4y +4y=0 et y(1)=1 et y'(1)=-3

Calcul 24.5] — Racines complexes.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ +y=0 et y0)=1 et y(0)=2 .coviriiiiiiiiiiiiiiinann.
b) v"+y +y=0 et y(0)=1 et y(0)=—1 ..ccoviiiiiiiiiiiiii.
c) ¥ +2) +2y=0 et y(0)=0 et ¢ (0)=1 ..ccoiiiiiiiiiiiiiii..
d) ¥ =2y +5y=0 et y(0)=i et y'(0)=—i .coverrriiiiiiiii...

» [Réponses et corrigés page [130]
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Fiche de calcul n°25 032A

Fonctions de deux variables

Prérequis
Fonctions d’une variable réelle (limites, continuité, dérivabilité)
A la suite du cours de lere année.

Les fondamentaux

Calcul 25.1| — Ensembles de définition. ()

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

Calcul 25.2| — Dérivation partielle. 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

a) fi(my)— 2+ by T o

d) f:(z,y)r—arctan(2c4+y) oo

Calcul 25.3 000

Méme exercice.

a) fi(z,y) = cos(Z—Y) i

xy? .
d) f:(z,y) — { 22+y2 si(@y) 70,0
0 sinon
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Composition de fonctions

Calcul 25.4 00
On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w’'(¢) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.
a) f(zx,y) =42 +3y* avec {u T
v = cos
) = o2t
b) f(z,y) =22 —y? avec 0 L e
v(t) =e

0 fla,y) =a 3oy +2y°  avec {“8 EPU

— Changements de variables. 00
Soient f € C*(R* R) et c € R*.
Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.

a) ( )’_) u+v v—u
() | ——, ——— | ...,
<)O ) 2 ) 2C

b) ¢:(r,0)— (rcosf,rsinf) .......

alcul 25.6] — Points critiques. 00

Déterminer les points critiques de la fonction f.

a) flr,y) =2+ +ay+1 ..o

b) flz,y) =2 +ay+y*> =32 -6y ...

» [Réponses et corrigés page |133]
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Prérequis

Séries usuelles (convergence et sommes)
A la suite du cours de 2iéme année.

Séries géométriques, exponentielles

Fiche de calcul n°26

Séries numériques

028A

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant

calculer sa somme.

Calcul 26.1] — Séries géométriques. o
k
1
a ok c — ] e
) 12 : k>0 < 2>
1 1
b) 227 ...................... d) CTARITEERR PR NTRPRPPN
k>0 k=10
Calcul 26.2| — Séries exponentielles. L)
1 1
a) Z U IRERRRERTREEREERPRRRPY c) Z SRRl
k>0 k>0
2k’
b) - IRERRRERREESEERTELRREES
k22
Séries télescopiques
Calcul 26.3 00
Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :
1
Sy
= k*+k
0 hercher a et b tel tout k @, b
n pourra chercher a e els que pour tou o
P auep ’ ko E+1
1
b D mrmE T
= k3 4+ 3k% + 2k
0 hercher a, b et ¢ tel tout k ! o, b, ¢
n pourra chercher a, b et ¢ tels que pour tou —_——— =t —— 4+ —— ...
P ’ nep "B tki+2k ko k+1 k+2
k2
c) z:ln(k2 1) ............................................................................
k>2
k
I e e v
|
= (k+1)
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Séries géométriques - Séries géométriques dérivées

Calcul 26.4] — Séries géométriques dérivées. o
Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.
1
a) Z ﬁ .......................................................................
k>2
b) Z e R
k>1
c) Z B2
k>1
d k !
) Z 2]{;7_1 .....................................................................
k>0
Calcul 26.5] — Séries géométriques dérivées — bis. 00

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

» [Réponses et corrigés page [135]
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Fiche de calcul n°27 0026A

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées, Applications linéaires, Matrices, Rang.
A la suite du cours de lére année.

Vecteurs

Calcul 27.1 ']

Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.

a) w=(1,1), B=((0,1),(=1,2)). «rr'erreiiiee

b) = (11), B=((—=1,2),(0,1)) «evreemeei e

) w=(3,4), B=((1,2),(12,13)). ..o0\reerteei

d) uw=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6), (—=1,0,1)). +\rerrrerrireraririrarnns

e) u=(-1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1), (=1, =1,3)). +'ererrrrirerirarrn..

Calculs de rangs

Calcul 27.2| — Sans calcul. ]
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 4 1 2 3
a) gL e d) 4 5 O |
6 7 13
1 4 1 4
2 8 2 8 L2
b) 9 8 9 8| e e) b
5 20 5 20 4 6
1 2 3 4 1 1
c) 2 4 6 8 i f) ; eM,R) ...
3 6 9 12 1 1
salcul 27.3 o
Déterminer le rang des matrices suivantes :
3 2 1 1 2 1
a) —4 =3 =1 o c) 0 2 4| oo
-4 -2 =2 1 1 2
b) cosf) —sind I -1 2 3
in @ cosf | i d) 2 1 1 2
4 9 1oq |
1 4 2 1
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Matrices et Applications linéaires

Calcul 27.4] — Matrices d’endomorphismes. ]

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.

a) f:(z,y)— (@+y,3z—5y), B=((1,0),(0,1)). ..o

b) f:(zy)— (@+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)). ..ccoveiiiiii

o) fi(my) = Ret+y,z—y), B=((1,2),(3,4) «ooeiii

d) f:(z,y,2)— (x+y,3z—2,y), B= ((1,0,0)7 (0,1,0),(1,1, 1)) ................

— Matrices d’applications linéaires. ')

Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B dans la
base B'.

a) f:(z,y.2) = (z+y+z2-y), B=(013),(4,56),(-101)), B = ((0,1),(1,0)).

» [Réponses et corrigés page |137|
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Fiche de calcul n°28
Réduction

Prérequis
Valeurs propres, vecteurs propres, diagonalisation
A la suite du cours de 2ieme année.

Valeurs propres

0033A

Calcul 28.1 00
Déterminer les valeurs propres de la matrice et préciser si la matrice est diagonalisable.
1 0 0
a) A=1[0 =1 0 couiririi
0 0 3
1 00
b) A=[0 1 0 i
0 0 3
1 1 0 1
01 11
c) A= 0 0 3 1|
0 0 0 2
11
0 4= (1) o
3 1
e) A= <_ 4 _1> ...........................................
Jalcul 28.2 0000
Méme question
7 -5 2
a) A=[1 1 2| i
3 -3 4
4 2 =2
b) A=|[—-8 =3 6 |. ccoiiiii
-5 =2 5
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A:

11 4 -4
-2 5 2
4 4 3
3 -2 3
1 0 2
0 0 2

» [Réponses et corrigés page [140|
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5 o) 5
Réponses
4 —10 3
lla).ooooiiiiiii. 1.3C) i, —_— 1.7 n"tn
5 3 n+1
11b) o L3d) o 1 000 1.8 2) 40
A) -
11Q)eei e 14 16 6
R 35 | -
1.1d) ..o 2 x 37 1.8b) ..o 14+ —
1.52) o 2 022 k-1
1
1.2a). i, - 1 5
) E 15b) oo [ 1.8¢C) eiiininn... 3+
2 T —2
7
1.2b) T 1.5 C) e I
1.5d) ..o 2 3_ 5
1.2C) i [9] ) 1.108) oot =>3
-1
T 1.6a)cei... .
1.2d) . — 1)2 12 10
) E nin+1) 110D). .o ==
2 11 12
1.3a)...cooiiiiiiii. 247 a
) 1.6 b) ................. - — 125 105
a—b 1.10¢) .o ==
203 25 21
1.3b). i
4] 16 ?
C) e ST LA L Non
112 o
Corrigés
32 8x4 4
Lla) 5 8x5 5
3 1 3 3 31 3 5
1.1 b) 8><4—2*(2><4)><—2:2 x 4 ><4—2—2 x4 =
27—1 % 42 (33)71 % (22)2 34
e T R ETT
(=2 3P (22) x (=2)F X3 x 3T (=2) x 4P x 3% 3k 3k_2
1.1d) On a: VRV = 3% %3 = YLRVEE =-2x3 .
2 1 2x3 1x4 6 4 6—4 2 1
1.2 & énomi c2o = - =— =2
a) On met au méme dénominateur 1 3 1x3 3x4- 12 1 D 2= 6
1.2 b) On transforme 0,2 en fraction et on met au méme dénominateur :
2702727372><107 2x3 20 6 _20-6_14 _7Tx2 T
3773 100 3x10 10x3 30 30 30 30 15x2 15
1.2 ¢) Pour multiplier des fractions, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux :
§X§X5_§X§X§_36x15x5_12><3><5><3><5_3><3_9_9
25 12 2571271 25x12x1  5xh5x12x1 1 1 7
1.2 d) Pour diviser une fraction par une autre, on la multiplie par la fraction inverse de la deuxiéme fraction :
2 6 2 5 2 5 2x5 2x5 1
A R B . =5
15 5 15 6 156 15x6 3x5x2x3 9
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1 1 2X3XxbXT7T 2x3x5xT7 2x3x5x7 2x3x5x7

= + + +

2 3 5 7
=3XOXTH+2X5XT7T+2Xx3xT7T+2x3x5=105+ 70+ 42+ 30 = 247.

Wl =
3y
~

(136 28 62) 21 (136 28 31) 7
- - X — = - + - X —
15 5 10 24 15 5 5 8
(B 8y I, 2y I M T » T
~\15 5/78 \15 15/78 15 "8 378 24°
1.3 ¢) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants

519 x 78 — 25° x 492 510 x 78 — 510 x 74 59 x 71 -7 5x(=6) —10

(125 x T)3 4+ 52 x 143 59 x T3 4+59 x 73 x 23 59 x 73(14+23) 9 3

1978 x 197941980 x21+1958 1978 x 1979+ 1979 x 21 +21+1 958

19801979 —-1978 x 1 979 1979 x (1 980 — 1 978)
C1979x(19784+21)4+1979 1979 x (1978 4+21+1) 1979 x 2 000
B 1979 x 2 - 1979 x 2 0 1979x2
=1 000.
1.4 On calcule :
05-%+d , 05-3+i-02_3-fed i-i+i-d
5_ 5 5 T_ 77 5_ 5 5 T_ 71 _ 7
s-mtew 51tz =35 sty s-1t3—3
_3e-wrta)  s-gti-3 3 116
(-hrd)  (E-frich 5 T ®
1.5 a) On connait l'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b°.
2 022 2 022 2 022
Donc : = = =2 022.
(—2022)% + (—2 021)(2 023) _ (2022)%2 + (1 —2022) x (L +2022) (2 022)2 + 1 — 2 0222
1.5 b) On fait apparaitre 2 021 dans 2 020 et 2 022 au dénominateur
2 0217 B 2 0217
20202+2022° -2 (2021 —1)2+ (2021 + 1) —2
B 2 0217
720212 -2x2021 x 1+ 1420212 4+2x2021 x 1 +1—2
_ 2 0212 2 021 1

20212 _2x2021x1+20212 +2x2021x1 2021 —2+2021+2 2

1.5 c) En posant a =1234,ona:1235=a+1et 2469 = 2a+ 1.

Done . 1235 x2469-1234 _ (a+1)(2a+1)—a 2a* +2a+1
" 1234x2469+1235  a(2a+1)+a+1  2a2+2a+1

1.5 d) En posant a =1 000, ona:99=a—-1,1001=a+1,1002=a+ 2 et 4 002 = 2a + 2.

4 002 4a + 2 2(2a + 1) 2(2a + 1)
Donc : = = = = 2.
1000 x 1002 —999 x 1 001 ala+2)—(a—1)(a+1) a?+2a — (a® —1) 2a+1
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1.6 a) On met au méme dénominateur. Cela donne :

1 + 1 n nn+1) (n+1)?  n+nm+1)—(n+1)>
n+1)2 n+1 n nn+1)?2 nn+1)2 nn+1) n(n +1)2
Cn+nP+n—mP+2n+1) -1
N n(n + 1)2 T n(n+1)2°

1.6 b) On rappelle la formule : a®> — b* = (a — b) (ab +a® + bz). Cela donne :

a® —b® (a+b)2_(a—b)(ab+a2+b2) (a+b)2_ab+a2+b27a2+2ab+b2_7 ab

(a—b2 a—b (a —b)2 a—b a—1b a—1b a—>b

1.6 c) Pour n € N*\{1,2}, on a :

6(n+1)
n(n—1)(2n—2) 6(n+1) " n’(n—1?%  6(n+1) L =1 3
2n+2 ~ n(n-1)(2n-2) 2n+2  2n—1)" 2(n+1) 2
n2(n —1)2
...................................................... nz
" N G B . ;
1.7 DeZk:M,ona:k:O _ 2 :n(n +1) 2 :n(n —|—1):n +n.
2 n n(n+1) 2 n(n+1) n+1 n+1
k=0 Sk
k=0 2
29 4x64+5 5
1.8 Ont — = =4+ -.
a) n trouve — 5 +6
k k—1+1 1
1.8 b) Ontrouvek_l— - —1+m.
-1 3(&-2)+5 5
1.8 ¢) On trouve —5 = —5 —3+f2
1.9 Pour ¢t € R\{—1}, on a :
U S S ¢ & S 1+¢ it (1447 2t
Tl+2 (1402 +e)(1+0)2 A+2)1+1)2 0 1+e)A+0)2 0 (1+2)(1+¢)2
Donc, AB = 2t X (L+2)(141)* =2t
’ (14+82)(1+1)? ’
27 5 25
1.1 S22
02) 5579 5
125 105
1.1 — =5=——
09 55 =5~
1.11 Nous allons étudier les produits en croix.

On sait que A = B, si et seulement si 33 215 x 208 341 = 66 317 x 104 348. Le nombre de gauche est le produit de deux
nombres impair, il est impair. Par contre, le nombre de droite est le produit de deux nombres de parités différentes, il
est pair. Par conséquent, ’égalité n’est pas vérifiée. A et B ne sont pas égaux.

5 6
01 P = 10T
D’une part calculons : (10° 4+ 1) x (107 +1) = 10" + 10" +10° + 1.
D’autre part : (10° +1)* = 10" +2 x 10° + 1.

Comme (10° 4 1) x (107 4+ 1) > (10° + 1)x (10° + 1), on obtient : A > B.

1.12 On re-écrit A =

. Nous allons étudier les produits en croix.
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Réponses

Corrigés

3,32 3. 92 3. 92 3. 92
2.3 a) 2°-3 _ 2°-3 _ 2°-3 :2 3 93T . 3273 _
34.928 .61 34.98.9-1.3-1 34-1.98-1 33.97

2.3 d) On simplifie en appliquant les régles habituelles de calcul avec les puissances, et en exploitant le fait que
8

(32 . (_2)4) _ 316 . 232 _ 238 . 326

((=3)3 - 23) -2 3-10.2-6 '

Q7 .66 9317 96 3—6  951—6 36
2.4 a) On fait apparaitre les facteurs premiers 2 et 3 : 95 9B — 32() giz — 36,91 — 21512 —

552121721257  (5-11)%-(11%)72.(5%)?  5%.1172
275-605-2-25% ~ 52.11-(112-5)=2.(52)4  58.11-3

, , _ 127215 (2%)7%.37%.3*.5*  27'.3%.5"
2.4 c) On fait apparaitre les facteurs premiers 2, 3 et 5 : 952 184 = ((52))2 o1 (32)- =9 i 385"

36°-70°-10%  20.3%.2°.5°.7°.2%2.5% 21%.30.57.7°

(—a)™ = a™ lorsque n est pair :

=11.

2.4 b) Avec les facteurs premiers 5 et 11 :

a , ; . _ o6
2.4d) Meéme méthode que précédemment : 145 982 156 — 95.73 . 94.73.36 . 56— 97 .36 5675 — 27 . 5.
. . . R - . . x 2 2
2.5 a) On met au méme dénominateur les deux premieres écritures fractionnaires : — — =
z—1 z+1 22-1
rz+1)—2(z—-1) 2 _m2+w—2x—|—2_ 2 _ P oz
(z—=1D(z+1) 22—1 " (z+1)(z—-1) (z+D(z—-1) (z+)(x—-1) =z+1
. , 2 1 8 2(x—2) — (x+2) 8 20 —4—x—2+38 1
2.5b M thode : — = = =
) e e 2 @ -4 (2+2@-2) @+2@-2) z+2)(z-2) z-2
2.5 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues, puis c’est le méme principe que précédemment :
z? x> 22z T 20 z(w+1+z-1) 2x 2P —22 2z

x27x+x3+x2_x3fx m71+x+1_3c271_ (z—1D(z+1) (z4+D(x—-1) (z+D(x—-1) =z+1
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B4 C) i (x+1)(z+2)
34d).......... 3<x+’7$/37> (m+7+6\/3>7>
34e)........ 2<x+341/ﬁ) <x+3+:{m>
34f) . —5(x —1) <x . é)
35a) i ‘(x—l—y—z)(x—i—y—i—z)‘
35 D) et | (142 + 3y)(—122 + 3y) |
8.5 C) (z+D(y+1)
35 d) i (x—1D(y—1)
B3.50) e (@ +y)(@+1)?]
3.5f) . (a® + %) (y — 422) (y + 42?)
36a). ... (z—1)(z+1)(2*+1)
3.6Db) .. —8(2? +1)(z — 4)(z +4)
36C). i (m2—|—x+1)(x2—x+1)
3.6d).... (a® + %) (* + d°)
36¢e)...... (a2—|—b2—|—02 +d2) (p2—|—q2 + 72 +52)

Réponses

3 1
3.1a) i 8x° 6x2+§x—g
31b)i ‘x5—2x4+x3—x2+2x—1‘
B1C) i ‘3:5 x3+x2—1‘
31d)...o ‘x5+2$4+x3—x2—2$—1‘
B1€) i ‘x fx3fx2+1‘
Bl f) ot 2?1
3.28). |—2+ 120 — 172% + 8% — 3|
B.2b)
3.2C) i ’27x+x37x47x5‘
32d). |—1— 32— 3" +4°
8:200) i
3.26) . 1420 +30% + 22° + 2
B.38) —6(6z +7)
3.3Db). 452 + 4)(~5x + 1) |
3.3C) i 2(3z — 4)(10z + 3) |
3.3d). |—8(z+1)(z + 16)
B4 a). (x—1)2
B4 D) (z +2)?

Corrigés

3.1a)  On utilise directement Iidentité remarquable (a + b)® = a® + 3ab + 3ab® + b°.
3.1b)

“efficace”, il suffit de rechercher directement le coefficient du terme d’un degré donné (sachant que (ax")(bz?) = abx

On peut écrire : (z — 1)3 (m2 +x+ 1) = (xS —32° + 3z — 1) (mQ +x+ 1) = 2”2z +2° —2°+22—1. Pour étre

n+p).

Par exemple, dans I'expression finale et en utilisant 1’étape intermédiaire, le coefficient du terme de degré 2 est donné
par (—3) x 1+3 x 1+ (—1) x 1 = —1. Ici, I’étape intermédiaire n’étant pas compliquée (a effectuer et a retenir), on peut

(éventuellement) se passer de ’écrire.

(.13+1)2(.13—1)(.Z‘2—l‘+1) :[(a:—!—l)(x—1)][(x+1)(x2—x+1)] = (mz—l)(a:3+1) =2 -2+ -1

Que pensez-vous de la nécessité d’écrire les étapes intermédiaires 7
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3.1e) On calcule : (z — 1) (z + 1)(:L‘2 +z+ 1) = (m2 — 1) (123 - 1) =2 -2 — 241

2 2
34e) La forme canonique est 2 |:<$ + %) — 33:| .

3.6 ¢c) On calcule z* +2° + 1 =2" + 22> +1—2° = (ZE2 + 1) —z? = (a:2 +x+ 1) (m2 -+ 1). La factorisation est

alors terminée sur R puisque les deux équations, z° +z + 1 =0 et 2> — z + 1 = 0, n’ont pas de solutions réelles.

(ac+ bd)* + (ad — be)® = a®® + b*d® + d*d® + b° = (a2 + b2) (c2 + d2).

Remarque : signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste & interpréter en termes de module d’un
produit de deux nombres complexes !
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Réponses
4.1&) ........................ 4.3&).... 2—[—\/§+%\/€ 4,5(;) ,,,,,,,,,,,,,, 1++vVx—1
4.1b) .. -\/5—1 11
41 ) 4.3b) ................ 45d) ................. 537—1
........... 43¢).......... 1= VI0+ VI5] z(z —2)
4.1d). V7 -2 4.5e) ... -z -1
41)rrmie, 48 [VI5 4 V10~ V6 2]
A1) 3—a]] 43¢ —(V2+V3) B8 e
28] oo . TR 4.6a). i
42D V- 2 4.6Db) .o 2v/2

4.2d)..... 3+V2
V242V ame) 1++2
4.2€). 127 A4 1 ) 1+ V2
4.26) 45 a) z AT )
A)
10 Vel 47e) 1+v5
4.28). .. 9— 3\/5 ) -
45b) ... x—a2 -1 47t In(1+v2)

4.2h)

4.8 o

Corrigés

4.1 a) Quand a est un réel positif, v/a est le nombre positif dont le carré vaut a donc /(—52) =5
4.1 f) On trouve |3 — al, c’est-a-dire 3 —asia <3 eta—3sia>3.
4.2 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

Va+2v3=vV1+2V3+3=1/(1+V3)2 =1+ V3.

4.3 a) On calcule :

2—-v3 2-vV3_ 2-v2 (2-V3)(2-V2)

21v2 2442 2-v2  2+v2)2—VR)
2-V3)2-v2) _4-2v2-2V3+6
22 -2 - 2

:z_f—ﬁ+§¢é.
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1 ona:
14+vV2+V3 '

1 1-(V2+V3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

S (VY R I (VY)Y (S (V- RV ) O OV SV E R B

4.4 On pose A :=

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

(V2+v3-1)(4-2V6)  4v2-4v3+4v3-6v2-4+2V6 _2v2+4-2V6 _ v2+2-6
(4+2V6)(4—2v6) 16 — 24 h 8 - 4 ‘

1 _V2+2-6

Ainsi, on a : ce qu’on cherchait.

1+v2+V3 4
Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :
1 _ 1+v2-v3 C1+v2-V3  V2+2-6
1+vV2+v3 (14 V2+V3)(1+V2-V3) 2v2 4
4.5 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

4.5 e) Le calcul donne f”(z) = i@ o1 d’ott
F@) +4f"(x) = Vo —1 - ! - ST CR . (Cht )
B (z—DvVz—-1 (z—1)Vx—-1 (x—1Dyvz -1

(\/3+\/Sf\/3f\/5)2:3+\/572\/3+\/5 3-vV5+3-vV5=6-2V/9—-5=6-2V4=6—-4=2.

De plus, \/3+\[7\/37\/520,d0nc \/3+\f7\/37\/5:\/§.

4.8 Appelons A ce nombre barbare, et écrivons-le A = o — 8 en posant

3 / 125 3 / 125

Plutot que de se lancer dans des choses compliquées, calculons A® A Dlaide de Pidentité remarquable. On a

A® =a® —3a°8+3a8° — 8% =o® — B° — 3a8(a — B)

125 125
A3 =6—-3A4°3 i _ 229
6—3 <3+ 9+ 27)( 34+4/9+ 27)

d’ott finalement A® = 6 — 54, ce qui est équivalent & (A — 1)(A® + A + 6) = 0 en observant que 1 est racine évidente de
'équation t> + 5t — 6 = 0 d’inconnue ¢, puis finalement 1 est 'unique racine réelle de cette équation, et donc A = 1.

ce qui donne
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[Fiche n° 5. Equations du second degré|

Réponses

...............

Bl )t

.......... | —1 donc —19/5]

......................

’1d0nc (a—b)/(b—c)‘

’ 1 donc ¢(a —b)/(a(b — ¢)) ‘

BedC) e [m done —(m +a+b)|
5.4d). .o | m done m(a—b)/(b— )|
Bud ©) o
Bed )i [+ b puis 2ab/(a +b). |
BB ) e [o? =222+ 117 = 0
BB D) |? — 62 — 187 = 0
BB C) [ —dz+1=0]
5.5 d) e 2% — 2ma +3 = 0]
5.5¢).....|22% — (dm + 1)z + (2m® +m — 15) = 0

5.5f).... ’m/2x2+(m—2m2)a:+(m2—m—2):0‘

56a) . ..o ’m:—3/4 etm:3/4‘

5.6D)... ’mz—letxz—Q,oumz?etm:2/3‘

5.6¢)...... m=letz=-loum=—letz=1]
BT ) o
BT D) e la=—2etb=1]
BT C) e la=-3etb=5]
BT d) oo la=1/2etb=38]
BT €) v la=1etb=3V7]
BuBA) i\t ] — 00,1] U [V2, +0o0]
B8 D) ot [-3,5]
B8 C) et []— 00, —1]U[2/3, o0
5.8d) ... [ — 00, —1/2[U [4, +00]
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5.2 a) Ici on cherche des racines un peu moins évidentes : on remplace le probléme par le probléme équivalent de la

détermination de deux nombres x1,x2 dont le produit vaut 42 et la somme 13. On teste donc les factorisations évidentes
de 42,ici42=6xT7et 13 =6+ 7.

5.4 ¢) En réduisant au méme dénominateur de part et d’autre éqation devient m(z> + ab) = z(m? + ab) qui est

une équation du second degré. Sur la forme initiale de I’équation on lit que m est racine évidente, ’autre est donc ab/m.
Peut-étre aurait-on pu voir cette racine « évidente » directement ?

5.4 f) Le nombre 0 est bien tentant, mais n’est pas racine de I’équation. En revanche a + b convient. L’équation se
réécrit (a+b)(z —a)(z —b) = ab(2z — (a+b)), d’ott une équation du second degré dont le coefficient devant z* vaut a + b
N . . . 2ab
et le terme constant 2ab(a + b), donc la deuxieéme solution de cette équation est P
a

5.6 a) Une équation du second degré admet une racine double si, et seulement si, son discriminant est nul.
Ici, le discriminant vaut A = (2m + 3)> — 4m? = 3(4m — 1). Ainsi, I'équation admet une racine double si, et seulement
si, m vaut —3/4 ce qui donne z = 3/4.

5.6 b) Ici, le déterminant vaut A = 4(m” — 6m — 7), donc une racine évidente est —1 donc l’autre vaut 7. Pour

m = —1 on trouve z = —2 et pour m = 7 on trouve z = 2/3.
5.6 c) Ici le discriminant vaut A = 4((3m +1)* — (m 4 3)?) = 32(m” — 1) donc I’équation admet une racine double

si et seulement si m vaut 1, auquel cas 'équation s’écrit z° + 2z + 1 = 0 et la racine double est —1, ou m vaut -1, auquel
cas ’équation s’écrit z? — 22+ 1 = 0 dont la racine double est 1.

5.8 a) Un trinéme est du signe du coefficient dominant a l'extérieur de I'intervalle des racines, et du signe opposé

entre les racines. Ici, les racines sont v/2 et 1, le trindme est donc strictement positif sur | — oo, 1{U]v/2, +00[ et strictement
négatif sur |1, V2.

5.8 b) Les racines sont —5 et 3. Le trindme est donc strictement négatif sur | — oo, —3[ U |5, +00[ et strictement

positif sur ] — 3, 5].

5.8 ¢) Ici, les racines sont —1 et 2/3. Le trindme est donc strictement positif sur | — oo, —1[U]2/3, 400 et strictement
négatif sur | — 1,2/3][.
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IFiche n° 6. Exponentielle et Logarithme|

Réponses

% In(v2 — 1)

impaire

6.82) . ittt
6.8b) ..t
B.8C) i
6.8d). ..o
6.9a). .. ...
-
6.9b) .. ¢
1+
6.9¢). ... In |z — 1]
1
6.9d)................. -
14z
69 6) oo
In12
6.1028).......... p> 245
3
6.10b)............... z € [0,1]
2
6.10C)...cvniiiii. x> -
1
6.10d).............. T3> ——
12
6.10€). ..o
—13 — /273
6.10 1) ........... —

On a 0,875 = g donc

In21+42In14 — 31n(0,875) = In3+1n7) +2(In2+In7) — 3(In7 — In 8)
=In3+2In3+3x3In2=3In3+11In2.
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6.3 On appelle A ce nombre. On a
A=(In1-In2)+ (In2—-1n3) +--- + (In98 — In99) + (In 99 — In 100)

donc en simplifiant les termes deux par deux finalement il reste A = In 1—1n 100, c’est-a-dire A = — In 100 ou 100 = 22 x 52,
d’ott le résultat A = —2(In2 + In5)

On peut écrire plus rigoureusement ce calcul :

99 99
k
A= kg_l In P = kg_l(lnk —In(k+1))

100

99 99 99
=) k=Y (k+1)=) k- Inj
k=1 k=1 k=1 j=2

en effectuant le changement d’indice j = k + 1 d’ou finalement A =In1 —In100 = —2(In2 + In5).

V2+1

7 7 ) 17
o= 161n(3+2\/§) 4In(V2+1) = 161]r1((1+\/§) )+4ln7\/§+1 = 81n(1+\@)+41n
1 1 25 1 25

+41n = —In = In(v2-1).
1+v2 V241 08 V241 8 ( )

d’ou finalement o = —g In

1
—Inln2 _ (=1)In(In2) — (In?2 -1 _
6.6b) Onae e (In2) s
6.6 e) On a ln( exp(—lneQ)) = 7ln(exp(—lne )) = Z(—Ine*)) = % x (=2)=-1

6.7 a) f1 est définie sur | — 2021, +2021[ qui est symétrique par rapport a 0 et

2021 — 1 2021 + z
Vz € ] — 2021, 42021 ) =1 — 202tz
v €]—2021,42021[,  f(=2) =Ingem—— =1n 2071ta " 5021 — 2

6.7 b) OnaVz eR, z<|z|]<+/x2+1donc f2 est définie sur R et pour tout réel z on a

fo(—z) =In(—z +/(—2)? + 1)
=In(—z+ 22+ 1)
(—z+ Va2 + 1)(z + Va2 +1)

=In
T+ vVr2+1
2 2
- + @ +1) =1 ! —fa(z).

n =
T+ vVaZ+1 r+vVaZ+1

6.10 f)  Attention & I’ensemble de définition de ces deux équations...

Pour la premiére équation, on cherche les solutions dans | — oo, —=5[ N (]61, +oo[N] — oo, —7[), qui est I’ensemble vide,

donc la premiére équation n’admet aucune solution.

Pour la seconde, on cherche les solutions dans | —oco, —5[N (] — 00, —T7[U]61, +oo[) , 'est-a~dire dans 'intervalle | — oo, —7].

Dans ce cas, un réel z appartenant a | — co, —7][ est solution de I’équation si et seulement si  vérifie z? 4+ 13z — 26 = 0.

—13— /273 R —134+/273
o 2

Or, ce trindbme admet deux racines réelles : 11 = —————— et 2

3 . Seul z1 convient car 1 € | — oo, —7[
et xo ¢ | — 00, —T7].
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IFiche n° 7. Trigonomeétrie|

Réponses

7.5 b) ..... {4%+2k7r,k62}u{5—+2k7r kEZ}
TS (T 1)
TuBC) et {—5(?,—2}
7.5 C) {L+2k7r kEZ} {11%+2k7r,k6Z}
T5d) . {ZT}
TB ) e {—32,1}
T5A) e {f—i—kw,kzeZ}
T 37 Swimw
7.5 e) ........................... {47 4 ,44}
3 7w w™ 3w
7.5 e) ........................ {—4, 4,4,4}
T5€) e {%4—1@%,1@62}
7w b 7w 1llw
7-5 f) ......................... {6, 67 6 ’6}
57 wm w 5w
5D (o xrm
756 ... {%+kw,keZ}U{—+kwk€Z}
T 117w 137r 237
7.5 8)

&) {12 12012012 }
. ) 7117r T 77r
B 5 1913 19
75g)...... {%+kn,kez}u{“—”+k IceZ}
TBh) {” o 2”}
TN oo { o 5}
TB ) e {g keZ}
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Tu5 1) {*?%} N {O,E]U[ZT,ZT] ] {1?,27{
7.50)...... {g+2kw,kez}u{—7+2kwkez} e { 571 i {M .
6d).. —m,—— | U |—=,=| U |—,
| — 6 { 6 6} 6"
T ) e {14714

}
3 ) P {iZ’?Z} T8 {_‘T,_”[u Eg{
J

2
. 5T 9
755) ... {——}—kakez} {ﬂmkwkez . [ﬁf[u}ﬁ?’i_u[‘r’ig’i[u}ﬁﬁ
3 eI 4’2 27 4] 47 2 27 4
s ™
8o o] e (E o e
4 2 2 4 4" 2 2 4]
3m 37
TBa). oo {—4,4 TG 8) oo 0731 U 71,27r
- 4 4
T 5]
TBD) o { — T 37
’ T6 )i - —
373 | g) [ 1
7r s
TO6Db) o {—w,——} U [—,71} 3T 7r 11w 157 ]
3 3 7.6h).......... 0, —|U|— —|U|—=,2
) [ 8 88 g "
0 om
TuBC) e [0,6]u[6,2w} . ][] [
......... S 38 g
Corrigés
7.5 ¢) Cela revient a résoudre « cosx = 72 ou cosT = —g ».

7.5 g) Si on résout avec z € [0, 27, alors ¢t = 2z € [0, 47].

Or, dans [0, 47], on a cost = ? pour t € {%,11%, 13%, 23%} et donc pour = € {112, 111—271-, 113—271-, 213—;}

1
7.5 h) sin x est solution de 1’équation de degré 2 : 2t> 4+t — 1 = 0 dont les solutions sont ¢ = —1 et ¢ = 5 Ainsi, les

7

7.6 f) On résout « tanz > 1 ou tanz < —1 ».

7.6 g) Siz € [0,27], alors t = z — % € 73,27r7 %} On résout donc cost > 0 pour t € [72,27r - %} ce qui
T 3m Tm 37 T

donne t € [71,5} U [?,Z} et donc x € [0 I} U {Z’Qﬂ}
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™

7.6 h) Si z € [0,2wx], alors t = 2z — % € 72,47r — %} On résout donc cost > 0 pour ¢ € [,Z 47 — z} ce qui

donnete[fz K}U[g—w 5—W}UV—W 15—”} uisocE[Og—W}U[’?—7T H—W}U[wi%r}
1772 2779 24 )P ’ 8 8 s "
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Ficl 58 Dérivation

Réponses
BL8) ittt 8.5 a) (22 +3)(2sin(x) + 3) — (a2 + 32) X 2c05(2)
Sa)...... Zeim(a) 1 32
81 D). 52" — 6% + 4o — 15]
5 8.5 D) _ 2-8r
8.1C) oiiiiiiiiii, ’ (22° — 2z + 10) exp(2x) ‘ 2/z(3x + 2)2
322 -z (22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1)
81d)..oviiiiiint (6x —1)In(z —2) + o 8.5¢)...... -2 @25 1)
8.208) e (5(2* — 52)* (22 — 5) 55 4) (42 + 3) In(z) — 2z — 3
Sd)e (In(2))?
8.2D) it 4(22° + 42 — 1)(32% + 2)|
.1
8.2 C) ............. ’8(3082((5) 76COS($) sin(x) 74‘ 8.6 a) ........................ 2z sin (E) — COs (7)
8.2d)....... ’ —3(3cos(z) — sin(x))*(3sin(z) + cos(x)) ‘ 8.6 b) 9
RO RN
BB 8) . e -
T 86C) it —
1 11—z
8.3 D) o
z1In(z) 8.6 ) x cos(z) — sin(z)
83C). i, ’ (—22% 4 32 — 1) exp(2® + z) ‘ zsin(z)
- 8.7 10x -5
83d)...oiiii ’ 6 cos(2z) exp(3sin(2z)) ‘ Ta) B-2)22+2)?
6z 222 — 1
8.4a). .o cos 2 1+3 1-v3
) (22 +1)2 <:1:2+1) 87Db)......... x+1<x+ 5 )(x—l— 3 )
222 + 27 — 8 2z +1 92
8.4b) .o i 7 +2w+5
) @2 1 4)? 111(362 +4) BT C) e GrY@o1)e
cos(z) 2
8d ) ) x
2 Sin(x) 8-7 d) ................................... (x + 1)2
cos(y/a) >
8.4 d) i NG 8.7€) v 2(1 - In(z))?
Corrigés
8.1 a) On calcule : f'(z) = (22 + 3)(2z — 5) + (z° + 3z + 2) x 2 = 62° 4 2z — 11.
8.1 b) On caleule : f'(z) = (32° 4+ 3)(2® — 5) + (¢ + 3z + 2) x 22 = 5z — 62 + 4z — 15.
8.1c¢) On calcule : f'(z) = (2¢ — 2) exp(2z) + (2° — 2z + 6) x 2exp(2z) = (22° — 2 + 10) exp(2).
8.1d)  Oncaleule: f'(z) = (6 — 1) In(x — 2) + (32" —2) x —— = (62— ) In(z — 2) + 35_‘2“‘
8.2 a) On calcule : f'(z) = 5(z® — 52)* (22 — 5).
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f/(x) = 2(sin(z) + 2 cos(x))(cos(z) — 2sin(z)) = 2(sin(z) cos(z) — 2sin’(x) + 2 cos®(z) — 4 cos(x) sin(z)
= —6cos(x)sin(z) — 4sin®(x) + 4 cos’(z) = —6 cos(x) sin(z) — 4(1 — cos®(x)) + 4 cos” (x)
= 8cos®(z) — 6 cos(z) sin(z) — 4.
8.2d)  On calcule : f'(x) = 3(3cos(z) — sin(x))*(—3sin(z) — cos(x)) = —3(3 cos(z) — sin(z))?(3sin(x) 4 cos(z)).
En développant, on trouve : f'(z) = —54 cos”(z) sin(z) — 78 cos” (z) — 9sin(x) + 51 cos(z).

8.3 a) On calcule : f'(z) = ac22—T— T C’est une application directe de la formule de dérivation quand f = Inow.
1/x 1

8.3 ¢) On calcule :

(@) = (=1)exp(a® + ) + (2 — z)exp(z® + ) x 2z +1) = (=1 + (2 — 2)(2z + 1)) exp(z® + z)
= (=1+4z+2—22" —z)exp(a® + z) = (—22° + 3z — 1) exp(z® + z).

222 — 1\ 4a® + 4o — 42° + 2z

by 207 — 1\ _ da(z®+1)— (22° —1) x 2z
f(x)—cos(x2+1)>< (z2+1)2 _cos(m2+1 (2 41)2
_ 61' COS(2$2_1)
(z2 +1)2 2+1

2z +1 2(x? 4+ 4) — (22 4+ 1) x 2z . 2z +1 227 4+ 8 — 4z? — 22
) x = —sin ( )

2+4 (x2 +4)2 N z2 44 (x2 + 4)?
20422 -8 (2x—|—1)
T (z2+4)2 z2+47
/ cos(z)
8.4 c) On calcule : f'(z) = cos(z) =
24/sin(x) 24/sin(x)

............................................ 2x+3)(28m(w)+3)_(m2+3x)XQCOS(I)

8.5 a) On calcule : f'(z) = ( (2sin(z) + 3)2

. En développant le numérateur, on trouve

~ —2z% cos(z) + 4z sin(x) — 6z cos(z) + 6sin(z) + 6z + 9

fle) = (2sin(z) + 3)2
8.5 b) Oncalcule'f’(;t)—ﬁ(?’x—’_m_ﬁxg_323:\;52_3\/32?5/%\/5_ 3r4+2—-6z = 2-3zx
’ ’ N (3z +2)2 T (Bz+2)2 2y/x(Bx+2)2 2y/x(3x +2)2

_ —2sin(2z+1) x (z? + 1) —cos(2z + 1) x 2z 9 (:c2 + 1)sin(2z + 1) + zcos(2z + 1)

(z2 +1)? (x2+1)2

8.5 c) On calcule : f'(x)
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8.5 d) On calcule : f'(x) = T —

8.6 ¢) On a trois fonctions composées a la suite : f = In(y/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de
1

! x u'(x) x

2¢/u — ) u(x)

o 2 . 7 !
dérivée d’une fonction composée : f'(z) =

On calcule :

Fla) = 1 » 1(z—1) —7(:E—2i-1) x 1 1
r+1 (z—1) r+1
rz—1 z—1
1 -2 -1
P T @1 T @rDe-1)
r—1
s 1

8.6 d) On caleule : f'(z) = cos(xz) X x —sin(x) x 1 o r x cos(z) — sin(x)
x? sin(z) z sin(x)
o —(=1) -1 (2+2)?-0B-12)?® 10z -5
8.7 a) On calcule : f'(z) = G- + BT Bt — B oor@ia)?
o 1 2z(z+1)—1 22°+22—1
8.7b)  Oncalcule: f'(z) =2z P p—— = o

Pour le trindéme 22° 4 2z — 1, on calcule A =4 — 4 x 2 x (—=1) = 12. On a deux racines :

C—2-y12  —2-2V3 -1-+/3 143
To2x2 4 T2 o2

T2

2z - =B @ - =B 9 (w+ 1+\/§)(m+ 1—\/3).

z+1 +1 2 2
2z 41 Ix(z-1)—-(z+2)x1 2z +1 3
8.7 On calcule : f'(z) = - = '
c) n calcule : f'(x) 2 irio (x —1)2 m2-‘,—m—2+(1‘—1)2

On cherche les racines du trindme z° 4+ z — 2 dont le discriminant est A = 1 + 8 = 9; on identifie deux racines
x1 = —2, 2o = 1. D’ott la forme factorisée : z° +x — 2 = (z + 2)(z — 1).
22+ 1)(z — 1 2 2

Alors : /() = 2z +1 n 3 :(x—|— )z )+ 3(x+2) _ 20" +2x45 .

(z+2)(z—-1) (z—-1)2 (z4+2)(z—1)2 (z+2)(xz+1)2 (z+2)(x—1)2
Le trindme 22> + 2z 4+ 5 dont le discriminant est A =4 —4 x 2 x 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.

22° +2x +5

(z+2)(z—1)%"

Ona: f'(x) =

oy Ix(z+1)—xx1 11 2 14 (z+1)>—2(x+1)
fle)= (x+1)2 +1_2x+1_(x+1)2+1_17+1_ (z+1)?
1+’ +2041-20-2  2?
B (z+1)2 GRS
g Al-l(@)-(l4@)gt i-mEglpbe 2 g
S| On colovle: f(z) = 0@ 0-m@)z (G- @)7 2l - (@)
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Réponses
9.108) oot In |t + 1|
3
9-1 b) ..................................... _m
3
9.1 cC) i
) 2(t + 2)2
4
9.1 d) . —Cosi 2
9.1 €). .o Z141)2 - %t%
9.1 f) o L2ty
9.28) it Sln |1+
9.2D) ~(142t%)2
9.2 C) i —V1-¢2
3 2 2
9.2d) . S+
1 2
9.2€) i 8 In(1 + 3t7)
1
9.2 ) .ttt Ty
1
9.3 8) .t 1 Int
9.3 D) 2vInt
2
9.3 C) it EETEE
2
9.3 d) . ~o
9.3€) i ’ln|1—e_f—|—ef|‘
1
9.3 ) —et
9 a). et ——cos’t
9.4 D)
0.4¢)
9.4 d) i —1In|1 — sint|
B4E) oo

0.4 1) oo
L
9.4g) i 3 tan”t + In | cost|
Lo 4
94 ). —tan®t
4
9.4 1) . 2v/tan t
1
94 ) o —
) tant
1 1
9.4K). o -
) 2 (1 —sint)?
1
94 )i §Arctan(2t)
QA m). oo Arctan(e’)
1
9.5a) i 2(t — 1) puis §t3 —t? 45t
1/2 . 1
95b) ... ) (t + 1) puis —- + In|¢|
9.5 ¢) L3 puis 268 4 2
BC) —— + — puis —
o A PR T op
4 31 . 11 2
9.5 d) ............. 7;575@ puis 7557%
ot o3t o Lo 1 3
95¢€) ...l 2e 3e™°" puis —e e
2 3
1
9.51f) . . 3e3~2 puis §e3t_2
1
95¢g) ..., cost(3 cos®t — 2) puis ~3 cos> t
2tsin 1 + cos 1 1
¢ t o
95h) ... ———— g  Dbuscosy
2 t
9.5 1) .................... ﬁ puis 111(2 + et)
e
t 1— 2t
9.57) e w puis arctan(et)
e
2cost+3 1
9.5k)........ ——— puis ——In |2 4+ 3cost
) 21 3c0s0)? puis —3 n|2 + 3cost|
1 . Y
9.5 1) .................. m puis — 1— t2
1
9.5m). ..o (1- 21&2)6_’52 puis —§e_t2
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Int —2 1 coslnt —sinlnt
9.51) i 2 puis Int — ilnzt 95Dp) ... — puis — cos(Int))
14+ 1Int

9.50) . i ————— puis In|Int

) 22t D [In]

Corrigés

9.1 a) Admet des primitives sur | — co, —1[ ou | — 1, +00].
9.1 b) Admet des primitives sur | — co, —2[ ou | — 2, +-00].
9.1 ¢) Admet des primitives sur | — co, —2[ ou | — 2, +00]
9.1d)  Admet des primitives sur R.
9.1¢) Admet des primitives sur |0, +o00|
9.1 f) Admet des primitves sur R.
.................. R UUUURRRE
9.4 f) /tan20d9:/((1+tan29)—1)d0:tant—t+cte
.................. s
9.4 g) /tan39d9=/ ((tan® @ + 1) tan @ — tan §) df = = tan ¢ + In | cost| + cte
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IFiche n° 10. Calcul d’intégrales|

Réponses

10.1a)........ 10.3 ¢) 1 10.5¢€). ... 6]  107¢).iiiiiii....

— 30
10.1b)....... 10.5 9 V3| 1074d)........

1
— L 2 23
10.1 C) ........ * ) """"" 101 10 7 e)

1
10.28) Lon) o 10.6a)............. [0] 3
T 10.6 b).......enenn. [0] 5
10.2 b) """""" 10.4 b) ............. 10.7 f) ............. E
2
147
1470 1 106¢c)..... 1n(>
10.2¢)..vvnnnn. 5 10.4¢) o ooeeriii. /3 10.8a)............. [0]
2 i
_ 1 _
10.2d).......... 40 joad) . 10.6d). ... L 10.8b)............ E
10.2€).............
°) LI e)...... e2—e8 ; . 10.8 ) 99
= Lo.6 L, _1\| 1080)....... 10
10.2 €)oo 5 10.4f)......... e) 2( e) n
1
o1
10.5a)............ 78 e
10.38) . eeeennn... ) 78] 106 8) oo 41 10.8d)........ 5
10.3b) ... 10.5b)..... 2(e’ — 1) : 5
11 10.8¢)............ z
8 T 10.7 a) - — 3
10.3¢) cevnnnnnn. S| 1050 ;111(1+5) 2 erl
2w
17 10.8f)........... —
10.3d)...ennn... [0] 10.5 ) V2| 107b) > 9
BSd) 8

-3 5
10.1 b) / |sin7z|dz = f/ |sin 7z| dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut

5 -3
Iinterpréter comme une aire. Elle est positive car on intégre une fonction positive.

-1 0
10.1 ¢) / sinzdr = — / sin z dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut l'interpréter
0

-1
0

comme une aire. sin est négative sur [—m, 0] donc sur [—1,0], / sinz dz est donc négative.
-1

-3 7 7
10.2 b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : / —5dx = —/ —5dz = / 5dx. Cette
7 - _

derniere intégrale est l'aire d’un rectangle dont les c6tés mesurent 10 et 5.

10.2 ¢) Il s’agit de aire du triangle dont les sommets sont l'origine O, le point A(7;0) et B(7;21). Ce triangle est

1
rectangle en A et son aire est 5 x AO x AB.

10.2 d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter I'intégrale comme une aire algébrique. Sur

I'intervalle [2, 8], la courbe de f(xz) =1 — 2z est située sous ’axe des abscisses, l'aire algébrique sera négative.
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11 s’agit de calculer l'aire du trapéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8;—15) et D(2; —3). L’aire de
ce trapeéze rectangle est % x AB x (AD + BC) = % X 6 x (34 15).

2 0 2
10.2 ) Avec la relation de Chasles, on a / sinzdr = / sinz dx + / sin z dz.La fonction sinus étant impaire,
0

-2 -2
0

les aires algébriques /

-2

2
sinzdr et / sin x dx sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
0

10.2 f) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

composée de deux triangles rectangles (les intégrales de —2 a 0 et de 0 & 1).

10.3 a) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique d’un rectangle.

1
.................. 22
10.4 e) / e’ dr = [eﬁ] =’ —e?
5 -3
_1d _1
10.4 f) / — = [ln\m|] =—In3
4 -3
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33

1 2 33
10.5 ¢) i \/ﬁdm = EM}O =Z(10-1)=
10.5 f) /icos(f—x) dz = [—mn(g—m)}fﬂf—&n(—f)—|—sm(?> %—?

1 x 1 x 1
€ e 1 1 1
10.7 ¢ qx= —& 9 :{_ } __ 1
2) /0 2y 2er 110 /0 e+ Teril,” er1 2

3 -1 3
10.7 b) z+1 est négatif sur [-2, —1] et positif sur [—1, 3]. On en déduit : / |lz+1| dz = / fmflder/ r+1dz.
—2 2 —1
Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les interprétant comme des aires de triangles.

S—
[NE)
Q
o
%3}
—
[\
8
~
wn
=
=
—
N2
(oW
8
|
o\
[NE)
—
[\
Q
[}
wn
—
8
N2
—
—
@,
]
—
8
~
[N
8
I
[\
o\
[SE)
Q
[}
wn
—
N2
&
=
—
(ol
8
|
o\
[N
z
=3
8
~
(ol
8

1 1
10.7 f) / |coszsinz|dr = /

sy
3 3

et positif sur [0, %} , il suit que

10.8 a) La fonction intégrée est impaire, son intégrale sur un segment symétrique par rapport a 0 est donc nulle.

o In10  Ini0
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2 0
1 1 )
10.8 o) Vzde = x2dx—[gx%} _2
0 0 3 o 3
V3 V3 N
e 2 3 1 =R 2
= =2|=A =—A = —
10.8 f) /0 T 02 dz /0 15 (32 dx { rctan(?)ac)} . rctan(v/3) 5
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IFiche n° 11. Intégration par parties|

Réponses
T
1 S ) D ——1 R—=R
2 112&) ....................... {x}_> (—$+2)ex
5 1 3
11.1b) oo —icos(Q) - asin(Z) + 3 RY — R
11.2b) oo = 14+
1101 C) ittt x
(In(2))%22(2) — 2In(2) — 2102 4 2 R — R
11.1d)........ 2 11.2¢)........ 1 5
(In(2)) x — zarctan(z) — 5 In(1 4+ z%)
T1.1€) cuiiiite et
11.2d) .o {R - R
111 ) oo 2In2 — Z © > asin(z) + cos(z)
5 2
11.3a) . o - —
11.18) e ln(2)—2+% 2) 2 ¢
1 ez +1
TLLR) oo T2 TL3Db) 5
4 2
L1 A) oo
11.10) o 22 +é R —+R
3 3 x +— —x° cos(x) + 2z sin(z) + 2 cos(x) — 2
42  16v/2
1B S 1 ) PP Tf—% 11.4 ) R: — R
ey z— xln®z—2zlnz+ 2z
4 8 4
11.1 k) ..................... gﬁll’l(?) — §\f2+ § Rjr - R
Adc)...... 1 2 2
T 1 2 11.4¢) xl—>x3(ln2x—lnx+>
111 D) e T m2-T 3 9 27
4 2 32
Corrigés
11.1 a) On choisit u'(t) = cost et v(t) = t. /2 tcostdt = [tsint]og — /2 sintdt = g -1
0 0

11.1 b) On choisit u'(t) = sin(2t) et v(t) = 2t + 3.

11.1 d) On choisit v(t) =t et u'(t) = 2".

n n In(2) n n -
M e [ 1" e ome 2 1 e (In(2)%273) — 21n(2) — ¢
12" dt = te dt = |t 2 - e dt=2"®_~___ — o' = -

L L In(2) In(2) /, In (In(2))
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2 2
_[1. 2 1 _ 11,272 3
/ltlntdt_[at lnt]l—/l Stdt=2m2— [} =2m2 -2

11.1 g) On choisit u/(t) = 1 et v(t) = In(1 + t?).

11.1 h) On choisit u'(t) = ¢ et v(t) = arctant. On a

1 2 1 1 2 1
t 1 t T 1 1 T 1
t tantdt = | — tant| — — —dt=—- — = 1—-———)dt=-—=.
/0 arctan [2 arctan :|0 2/0 14¢2 8 2/0 ( 1+t2) 4 2

1

11.1j) On choisit v/ (t) = V1 +t et v(t) = t.

/1t\/17+tdt— [gt(lth)ng/l Qrnta= b2 4 [(1+t)%]1 12 16v2

0 0

1 1
11.1 k) On choisit u'(t) = V1 + t et v(t) = In(1+t). / V14 tin(1+¢)dt [%(1+t)%ln(1+t)} 72/ V1i4tdt =
0 0

Ed S
11.11) / ttan® tdt = / t(l + tan® t) dt — / tdt. On choisit dans la premiére intégrale, v(t) = t et u'(t) =
0 0 0

=} Na

z 277 . 2 1 2
1+ tan®¢. On obtient [t tant] / tantdt — [t] = — + [Incos(t)]§ — = % ~3 In2- 2.
0 0

11.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit x € R, en choisissant

x

x
uw'(t)=e" et v(t) = —t+1,0ona / (—t+1)e" dt = [(—t + 1)et]g+/ e'dt = (—z+1)e” +e” — 2. Ainsi, z — (—z+2)e”
0 0
est une primitive sur R de z — (—z + 1)e”

11.2 b) Cette fonction est définie sur R}, y est continue et admet donc des primitives. Soit > 0, par intégration

par parties avec u'(t) = %2 et v(t) =1Int,on a / ln—t dt = 1nt / —dt = _Inz %—i— 1. Ainsi, z — _mztl
1

x
est donc une primitive sur Ry de f

11.2 ¢) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit « € R, on a en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

1+t2

x x
z t 1
/ arctan(t) dt = [tarctant]j — / —— dt = zarctan(z) — 3 In(1 + z*). D’oil une primitive.
0 0

11.2d) La fonction est définie et continue sur R. Soit z € R, on a, en choisissant v(t) = ¢ et u'(t) = cost,

/ tcos(t) dt = [tsin(t)]; — / sin(t) d¢ = xsin(z) + cos(z) — 1. D’olt une primitive.
0 0
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1 2t 7L 1 2t
/ (t* + 3t —4)e* dt = [(t2 + 3t — 4)62] — / (2t + 3)% dt. Puis, seconde intégration par parties avec, v(t) = 2t + 3
0 0

4 2 4 0o 2
0
’ 2 t t 5 z t ’
11.3 b) On choisit d’abord ' = exp et v = sin; d’ou : / e sintdt = [e sin t}O? —/ e" costdt. Ensuite u' = exp
0 0
., = [F 3 .
et v =cos, d’oul : €2 — [e cost]o2 — e sintdt. Finalement, 2 e sintdt =e2 + 1.

0 0
........................................................................................................................................ R
11.4 a) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour =z € R, / z2 sin(¢) d¢. On

0

commence par choisir u'(t) = sin(t) et v(t) = t° cela donne / > sin(t) dt = [—tz cos(t)]z —|—/ 2t cos(t) dt. Puis, on
0 0

choisit u'(t) = cos(t) et v(t) = 2t, ce qui donne —z” cos(x) + [2¢ sin(t)]; — / 2sin(t) d¢. Finalement, / t* sin(t) dt =

0

0
—2” cos(z) 4 2 sin(z) + 2 cos(z) — 2.

11.4 b) Cette fonction est définie sur R*. et y est continue. Soit = > 0, en choisissant ' (t) = 1 et v(t) = In” ¢ on obtient
/ Intdt = [t In® t}f—/ 21Int dt. Puis, en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient  In® z—2[t In t]f—|—2/ 1dt =
1 1 1

zln’z — 2zlnz + 2z — 2. Ainsi, z +— z1n® 2 — 2zInz + 2z est une primitive sur RY. de z + In” z.

x
11.4 ¢) La fonction est définie et continue sur R’.. Si z > 0, alors, avec u/(t) = t* et v(t) = In*(), on a : / t*In*tdt =
1
¢t Yoo (T § 2 = 2 7 ® In?
—In?t| —% [ *Intdt puis avec u'(t) = ¢* et v(t) = In(t), on obtient = In?z — = [ Int] "+ [ 2dt =T —
3 3, 3 9 179 /) 3
2
§x3 Inz+ ﬁ(:r3 —1). D’ou une primitive.
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IFiche n° 12. Changements de variable|

Réponses
™
12.108) i E 12.2.d) . i + %
™
12.1D) it E 1202 €)oo %
1
121¢) WOV24D] ooy .
. 2 2
121 d) . E 12,3 8) o 5o?
121 ¢) 1 12.3b)........ —2((vV3-1)In(vV3—-1)—4+2V3
........................................ D
™
3 12.4a)........ }0’ 5[ - R
120 €)oo 21In 3 T + tanz + Intan(z)
T R* — R
12,2 8) 00ttt — ADb) . *
2) 3v3 124 b) { T Zarctan( er — 1)
12.2 D) oo L (et Ry - R
2 3 124¢) ... 3 2
T =g In(xs + 1)
s
12,2 C) e E
2 1 R
124d)......... L Fool =
r > arctany/x2—1

Corrigés

dt
12.1 a) On pose ¢t =sinf avec 0 € [—g, g} On a 0= cos 0 et donc

1 jus
/ F_tzdt:/z
1 _

z Z
\/l—sin206059d0:/ cos29d9:/ w:z.

[NE

12.1 b) On pose u =/t avec t € [1,3], donc ¢ = uetue [1, \/ﬁ] On a % = 2u et donc dt = 2udu. Ainsi,
u

3édt— ﬁidu—?{arctanu}ﬁ—Q(z—z)—E
CVERVE ), urw 1 \8 46

i T cost S e 1 1 vl 142
cos U ¥2
dt = dt = _— == du = =[—In(1 — In(1 2 — ] 2 _

/o cost /0 cos?t /0 1—u? 2/0 1—u+1+u v 2[ n( u) +In(1+u)ly 2n1_ 2

1 sy
d 2
12.1d) On poseu =sint avect € [0, z} .On a —? = cost et donc du = costdt. Ainsi, / uw?du = / sin® ¢ cos ¢ dt.
Jo 0
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12.1 e¢) Remarquons qu’on a cos® t = 1- sin® t) cost. On pose u = sint avec t € [O, g}

1 jus
d 2
On a d—? = cost donc du = costdt. Ainsi, / u3(1 - u2) du = / sin® ¢ cos® t dt. Finalement,
0 0

3 1
/0 sin3tcos3tdt:[iuzlf%uﬁ}o:ifé:%
2 dt
12.1f) On pose u =t avec t € [1,4], donc t = u” et u € [1,2]. On a T 2u.
Y 7 2 :
Ainsi, dt = ——du=2 7du:2[ln 1+u} =2(In(3) — In(2)).
[ il =t ] M= (14 )] =200(3) - m(2))
du . . Yo T sint
12.2 a) On pose u = cost avec t € [0,7]. On a — = —sint. Ainsi, ———du = ————— dt et finalement,
dt 3+ u? o 3+ cos?t
/ smdt_l/lldu_l arctan | = T
o 3-+cos?t 3 711+(L)2 V3 V3 1 3V3
V3
t dt 1 1
12.2b) On poseu=¢e avecte[(Ll},donct:lnuetue[1,e].Onaa:ad0ncdt:Edu.

1 e e
1 1 1 1 1 ¢ 1 2e +1
Final t, —dt = ———du = —d :[71 2 1} :,1( )
inalemen /02—|—e*t /12+11Lu U ‘/12u+1 U 2n(u-l—)1 2n 3

1
12.2 ¢) On pose u= it_ 1 avec t € [2,4], donc t =2u+ 2 et u € [0,1]. On a donc dt = 2du.

4 1
1 1 1
Ainsi, —dt =2 ———du = [arcsin u} = —.
/2 VAL — 2 /0 V4 — 4u? o 2

dt
12.2 d) On pose t = tanu avec u € [0, %} a ?

™ ™

1 z ud ud
1 4 1 4 4 2 1 1
Ainsi, ———dt = ————du= cos® udu = M du = -+ T
o (1+12)2 o l+tan®u o o 2 4 8

1
12.2 e) On pose u = 7 avec te [\/5,2]. On a 0w

1
Ainsi /2 _ dt : 1 ! du : ! d [arcs'nu}
1 = — —_— = — —adu = — 1 = —.
’ 2 _ 1 1 2 T
vz tVit 1 % < /? —_1u % oy % 12

12.3 a) On pose u = V/t avec t € [1,4], donc on a t = u” avec u € [1,2].
dat 4 2

On a alors v 2u d’ou / eVidt = / 2ue” du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une intégration
u 1 1

2 5 2
par parties. On trouve : / 2ue" du = [2ue“} — / 2e" du = 2¢°.
1 1 1

Yin(vt—1 2 - 2
On a alors g:2u d’oﬁ/ ()dt—/ M2udu:2/ In(u — 1) du.
du 3 Vit V3 u V3

On fait maintenant une intégration par parties :

2/;1n(u—1)du:2[(u—1)1n(u—1)]2 —2/2 du=—2((vV3-1)In(v3—1) —4+2V3.
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2
12.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € }0, % [ .

x t int x + sinf
On calcule m dt qui est aussi ——Cost ¢ en posant u = tant.
. sintcos?t . cos?t

1 L * cost + sint tanx 1 tan z
On a dt = du et, ainsi, ——dt = (1 + E) du = {u +In u} = tanz + Intan(z) + C.
a t.

cos?t sint cos? ¢ tana

ana

12.4 b) La fonction est définie sur R} et y est continue.

dt 2
Avec le changement de variable u = v/et — 1, on a ¢ = In(1 + »*) et ainsi, 0= TUQ
u u

S VETTl gy T
Soit z > 0. On a ainsi ——dt = — du =2 [arctan u} = 2arctan(v/e* — 1) + C.
/1 Vet —1 /Jﬁ ul+u? ( )

12.4 c) La fonction est définie et continue sur R} .

. dt
Le changement de variable v = v/t donne t = u® et ainsi, T 3u’. Soit # > 0. On a
U

z Yz 2 e 3
1 3u 3u 3 5 Ve o3 2
- dt= — du= du:{flnu +1] =—In(z3 +1)+C.
[ mma= ] das [ e [ineo0] = fme 4

12.4 d) La fonction est définie et continue sur |1, 4+o0].

dt U
Le changement de variable u = 4/t> — 1 donne ¢t = y/u? + 1 et ainsi, — = ———. Soita >1let z > 1. On a
& du Vvu? +1

x 1 / x2-1 1 u / x2—-1 1
t———dt = du = ————du = arctan/z2 — 1+ C.
/a tvi? — 1 fa1 uvu+1+vu?+1 = u?+l

94 Réponses et corrigés



IFiche n° 13. Intégration des fractions rationnelles|

Réponses
3 4 1\> 3
13.18) oeeenenn.. ln<2) 13.50) e 2lz|  18414)........ (w n 2) +2
1 5 13.6 a) In L 2
................... - 1
131b) .............. 51 <3> 3 13 11 b) ...... 2<x_i> _g
4
9 13.6b). ..o 2In 5 . B
13.28) it QIDE 13.11 ¢) ﬂ(JC—i—i) +\/§176
1.3
13.2b) ..o In(a + 1) 13.6¢) oo Zing 2 340
13.11d)..... a(:chf) +—
7 1 1 2 4
13.3a) ..o ln<3) 136 d) . ..o s -
13.128) ..o 3
33 1 Va—a
13.3b) oo, In 22 13.7 ....... —1
: " 28 2Va n(‘”\/a) 13.12b) oo 21
3v3
13.4a)....... In <2\/ V2 -1 ) 13.8a).......... - arctan(f) o
a a4 13.12¢) e =
) H .
a+ 13.9a) .o -
13.4b)....oo % 1“( 2 ) 4] 18312d) .. In(2)
™
13.52). .o 13.9b) e 6v3| 13.13a) ...l %
13.5b)...... |[A=-let B=1]| =
1310 ... — a2
2v/2 13.13b).......... m( 5 )
a® —1
Corrigés

13.1 a) La fonction ¢t — 1/(t+1) est bien définie et continue sur [1, 2]. Une primitive de cette fonction est la fonction
t — In(t + 1). D’ou le calcul :

/lztildtz[1n(t+1)]j:1n(3)_ln(2).

13.1 b) On procéde comme précédemment mais on remarque qu’une primitive de ¢t — 1/(2t+1) est ¢ —

attention & ne pas oublier le facteur 1/2! On calcule ensuite :

1 [met+y 2
L2210 2
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13.2 a) On commence par simplifier 'expression intégrée. Pour ¢ € R convenable, on a

1
8 8
1
—2{ln(t+%)}16
8
:2(1113—111?) =2In 9x8 :21112.
16 8 5x 16 10

Le résultat est < 0 puisque 9/10 < 1.
C’est cohérent car on intégre une fonction > 0 entre é et %, donc « a rebours ».

t+a

On remarque que le numérateur est exactement la dérivée du dénominateur. On a donc

2+t+1

/2 Al g [m(t2 i 1)]2 =In(7) = In(3) = ln(g)-

*ln(llxg)*lnﬁ
T\ xT/)

13.4 a) On calcule :

V2ot o 1 [V 212
— 2 == L A 7
L 22t 2/, 242

{m(t2 + \/it)} 1&

1

2

R U PR G (PR VI W ST
1“(1+ﬂ) ((1+ﬁ)(ﬁ—1)> (V2 =)

:ln<2 f—l).

N = N

(ln(4) —1In(1+ \/5))

13.4 b) On force & apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur. On calcule :

1 1
t 1 2at 1 2 1
dt = — 7dt:—[l ¢ 1}
/L e Ul B vl LG
Va v a
1 1 fa+1
:%(ln(a—kl)—ln@)):%ln( 5 )

13.5 b) Supposons que A et B soient trouvés. En particulier, pour ¢ convenable, on a

_ 4. Bl-1)
zt—2*A+ t—2

Cette égalité est encore valable pour ¢ = 1 (par exemple par continuité). En évaluant en ¢ = 1, on trouve A = —1.
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De méme, on trouve B = 1.

4 t—2 4
:2[ln(t—2)—ln(t—1)] :2[111(7)}
3 t—1/13
2 1 2 4
fZ(lng—lng)f2(lnf—|—1n(2)>f2ln§.
13.6 a) Soit ¢ € [0,1]. Déja, on a
1 _1<L_L)
2—4 4\t—2 t+2

Donc, on calcule

13.6 b) Soit t € [2,3]. Déja, on a

Donc, on calcule

3 3
2 11 g E—1Y7° 2 1 4
/27t2_tdt_2/2 (—t_l—;)dt_Q[ln(t—l)—ln(t)L_Q[In(T)L_Q(lng—lni)_21n§.
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13.6 ¢) Soit t € [0,1]. Déja, on a t* + 4t + 3 = (t + 1)(t + 3) et

1 _1< 1 1 )
t+1)(t+3)  2\t+1 t+3/

Donc, on calcule

1 1
S S PR (L,L)dt
o t2+4t+3 2, \t+1  t+3
1 o1 t+1\1"!
=—| In(t+1)—In(¢ =—| In(—5
2[ n(t+1) = Inf +3)L 2[ (t—|—3)}0
:l(lnl—lnl)zlln§
2 2 3 2 2

13.6 d) Soit ¢ € [0, £]. Déja, on a

Puis, on calcule

13.7 Déja, on remarque que, pour ¢ € R convenable, on a

11 1 1
t2—a 2ya\t—+va t++a)

Donc, on calcule

o\g
by

| —
Q

2

|
[N}

g
o
=3
S
<
Jr
=3
~
_l’_
5
P
|

[\
B
’T|
=]
-
3l
<L
N———
—_ 1
|
[N}
B
g—\
R
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13.10 On a
/2 _ dt = [1 arctan<t>} :
P42 V2 v2) |,

= % <arctan(\/§) — arctan(é)) = % (arctan(\/i) + arctan<\}§> ) .

. R . . 1 s
Or, on sait (c’est un exercice « classique ») que Vz > 0, arctanz + arctan — = —. Donc, on a
T

13.11 a) On force le terme en = a apparaitre comme le second membre du développement d’une identité remarquable

2 N N 4 . . \ A, PR . 2 . s 2
(z 4+ a)®, ol a est & déterminer. Puis, on force a apparaitre le troisiéme terme de ’identité remarquable (ici, a”), qu’on
ajoute-soustrait. On trouve :

1
x2+x+1=x2+(2x§x:p)+1

13.11 b) On proceéde comme précédemment mais on commencer par factoriser par 2. On trouve :

3 1
227 — +1:2<sz +7)
T 3z x 2><.’E 3

13.11 d) On trouve

2 2 2 3
ax2+a21:+a3—a(x2+aa:)+a3—a<(x+a) _a) —|—a3:a($—|—g> —|—3i.

! 1 | 11t 1
— _dt= m:[ }:.
o L+ 2t+e2 , (T+0)2 T+tlo 2

/0 1 0 1 2 1 )
7dt:/ 7dt:/ ——df (en posant 0 =t + 3)
Lt ~1 (t+%)2+% 7592_{_(?)2 i
= l arctan 2—9 : = l arctan i — arctan| —
3 3/1_1 3 V3 V3
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13.12¢) Ona

1/2

1

! 1 ! 1
/1—t+t2dt:/ (t 1/2>2+3dt:/ 2
0 0 - 1 71/2924_(@)

1/2

1 1
:2/ 72d0:2{7arctan§}
0 a a

()
4 7 2w

4
= — arctan

1
V3 V3 VB6 33

Or, pour t € R convenable, on a

Donc,

13.13 a) On calcule

‘\J
IS

1
3
1

1 1 T
=+ | 5= do=arctan(l) = .
3/0 02+ 1 g aretan(l) = 35

! dt—/ ! dt—/ .
2 o L 10 = 3(12 1+ 2¢) 4+ 07 2
1362 +2t+ L3+t + L3t 1)+ R -

1 1 1

t—a)(t—(a+1) t—(a+1) t—a

Donc, on a

! 1 ! 1 1
/ 2~ (2a+ 1)t + a? dt_/(t ¢ )dt
0 —2a+1t+a’+a 0 —(a+1) —a

= ln(a—|—1—t)—ln(a—t)};: {ln(i

|
= (m(G5) (7)) -

de
1/2
. (avecaz@)
1
0
2
3
dt:/l —— dt
~13(t+3) +3
t— a+1)) et
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IFiche n° 14. Systemes linéaires

Réponses
1AL ) oo B} L, o {(i})a+153a2,123a—133a2)}
14D D) oo {(7,2)} ‘ ‘
14.2d) oo (a —2a*,a+a?)
1 2
1AL €)oo {(3,3)} M) (e o]
W) ] B o | {“;y’?’; )iy €R)
s T 1 3 14.3¢)...coonn... {(6—32,—3+32,z);z€R}
a) ...................... {( 4,2+8a)} — 5 — -
14.2 D). oo 3] W3 {(I’ T 2% o gYiTE R}
Corrigés

14.1 a) On calcule :

r—2y=1 r=142y r=142y 10y =10 y=
{3m+4y—13 (i’{ 3(1+2y) +4y = 13 (i’{ 0y+3=13 ) z=1+2y ) z=

14.1 1) Oncalcule:{ ix—i—y:lG @{ y =16 —2z @{ 3z =5+16=21 @{ z=7

-y = r—164+2z =5 y=16—2z y=16—-14=2
g2
14.1 ¢) On calcule : 3 =0y =-3 z—2y=-1 v-2y=-1 & 3
2x 4 2y = 2 r+y=1 Lo«Ly—Li | 3y =2 z=—142x2==
3 3
14.1d) On calcule :
3z — 4y = —V/2 3z — 4y =—V2 3z — 4y =—V2
<~ -
62 42y = 3V2  LoeLo—20 | Sy+ 2y =2V2+3V2 10y = 5v/2
2
_ V2 y= V2
Y= 2
& 2 V3 &
3
3 le—%
14.2 a) Oncalcule:{33C+2y_2 y=1-3 & y=1-3 &
2rtdy=a 2r+4—6zx=a —dx=a—4 —1—§+§a—_—1+§a
V=T TR T 2 TR
14.2 b) On calcule :
T —ay=3a+2 T =ay+3a+2 T =ay+3a+2
ar+y=2a—3 a*y+3a* +2a+y=2a—3 (a2+1)y:2a7373a272a
_a _ 2
3-8 _ 4
14 a?
14+a2#£0
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14.2 ¢) On calcule :

:c—ia—i——a2
3r+5y=a y:2ac—a2 y:2x—a2 13 13
2 - 2 = 2 ==
2r—y=a 3x+5x(2x—a")=a 13z — 50" = a 1 5 o , 2 3,
-9 - 2 _2_c, 2
v ><(13a+13a) C T 13

14.2 d) On calcule :

T+ 2y =3a T+ 2y =3a N y—a+a2
2m+3y:5a—a2 Lo+ Lo—2L1 —y:5a—a2—6a:—a2—a x:3a—2(a+a2):a—2a2

) z+2y+z=1 r+2y+z=1 Yy=—z r=14+z2
14.3 a) Oncalcule.{ Sty — 925 =3 Lg(—ﬁSLl{ By —Bs =0 (:){ -2t 1 T yo—2
3r—2y+2=6 dr =4 rz=1 r=1
14. lcule :
ah) On calcule { +2y—2z2=-2 L1€L1+L2{ rH+2y—z2=-2 <:>{ 20—z =-3 {z—2y+3
14.3 ¢) On calcule :
5 -1 4
r—y—+3z 5 r—y—+3z 3 +3
e’ <
3 letle—la 3 5 1 4 5
2y —z = — —4dz==-—=-=-1 =— 4+ =-z— -
r+2y—=z 5 3y z 373 T 3+3z 3z+2
-1 4
V=g ty?
-~
135,
6 3
14.3 d) On calcule :
5 5 5 5 =25
5r +y+ 2z 5 Y 5 5x z Tx + 4z 373 6
< 54
5 5 5 5
2x — 2z = —— 2 = 2 2z = —— =——=—5r—2
T —y+ 2z 3 x+2+5x—|— z+ 2z 3 Y 5 5x z
s _T,
24 4
-
5% T -5 3
=73 272" 712 2
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I[Fiche n° 15. Nombres complexes|

Réponses

15.1 a) ....... 4 + 321 15.1 g) i B E] 15.2 C) ........ \/gei% 15.2 h) ZCOS(l)ei%

..... 12

— I Am] e 15.3a)....ccinnnn.
15.1¢)....... 1510 ... 1 V3, -
9 15.2¢)......... 2e's 15.3 b) 1 1
15.1d)............. 5 —= Tl
) 15.2a)............ 15.2)......... Fe~ il 2 V2
15.1¢).. [—119 + 120i i : :
15.2b).......... 8e'™ 15.2 g) 10e=Fi 15.3 ¢) i
1 2¢g) . ... . ..
15.16)..... 2.1 V2 V2
10 10
Corrigés

15.1a) On développe : (2 + 6i)(5 +1i) = 10 4 2i + 30i 4 6i° = 10 + 32i — 6 = 4 + 32i.
15.1b) On développe : (3 —i)(4+1i)=12+3i—4i—i"=12—-i+1=13—1i.

15.1¢c) On développe : (4 —3i)® =4> =2 x4 x 3i + (3i)° = 16 — 24i — 9 = 7 — 24i

15.1e) On développe :
(2-3i)" = ((2 —31)2)2 =(4-2x2x31—9)=(-5-12i)> = (54 12i)° =5+ 2 x 5 x 12i — 12* = —119 + 120i.
Ou bien : avec la formule du biné6me de Newton,

4
2-3)'=>" (2) 2" (—3i) ="
k=0
= (=3i)* + 4 x 2 x (=3i)® + 6 x 2% x (=3i)% +4 x 2° x (=3i) +2*
= 81 + 216i — 216 — 96i 4 16 = —119 + 120i.

3+i 341 3 1,

2-3i  (2-3)(5—-2i) 10—4i—15i—6 4 19,

5+21  (5+2)(5-2)  52+22 29 29"

15.1 h) On utilise la définition de ’écriture exponentielle et la trigonométrie :

e % = cos(—z) —|—isin<—z) = cos(ﬁ) —isin(z) L ﬁi
N 3 3) 3 3/ 2 27

15.2a) Ona 12| =12 et arg(12) = 0, donc la réponse est 12 (ou 12e™).

15.2b) Ona|—8 =8et —1=2¢".
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. .37 .
26" — 26! F = 2¢ 5 = 2¢'

15.2 f)  On calcule |5 — 5i| = \/52 +52 = \/2 x 52 = 5v/2 et on écrit

5— 51_5\/(\[ \f> 5 2<cosg—isin%).

15.2 g) On calcule | — 5 4 5iv/3| = v/25 + 75 = 10 puis on écrit

—5+5iV3 = 10(—; + ﬁf) - 10(cos(—%) + isin(—%)).

15.2 h) On écrit que e'3 +6'6 =¢'t (ei(%_%) +ei(%_g)) =¢l7 (e o —&—e_i%) = 2cos(1>e%.

3

x ™ ™
1 _ o I >
|f2cos(12) (car cos<12> >0et

iz

On en déduit que I’écriture exponentielle de e'3 + el est 2 cos(%)ei%.

15.3 b) De plus, en multipliant par le conjugué, on obtient

(1+ V2 +i) _(1+vD) 201+ V2)i- 1

T A2 DA+ V240 1+2)
_ 1+2v2+2+2(1+v2)i—1  2+2v2+2(1+2)i

1+2v2+2+1 - 4+2V2
_204+v0a+D 1 1

2v2(vV2+1) 2 V2

15.3 ¢) Enfin, z—g—l—gl—e%doncz

Comme 2021 =4 x 505+ 1, on a Q2T —
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IFiche n° 16. Trigonométrie et nombres complexes|

Réponses
1 3 )L
16.1a) ... Z€08(3x) + Tcos(T) | 16.2g). ... 05 (1) 121
4 4 bln(i)
16.1 b L 4 1 2 ! 7T
Ab)eciinn 4 cos(4z) + 2 cos(2z) — 4 16.2h) .o 227 cos”(ﬁ)e‘%
1 1 3 1 -
16.1 c) 3 cos(6) + 1 cos(4z) — S cos(2z) + 1 16.32) oo QCOS(T)eng
sin(9z) =~ 3sin(bz) sin(3z)  3sin(z) [T\ il
16.1 d) T T T 16.3D) .. ociviii QSIH(E)G 12
16.1 e) cos(9z) | 3cos(dz) | cos(3z) | 3cos(z) 16.4a) ...l ‘40053 — 3cos(x ‘
8 8 8 8
1 1 1 16.4Db).......... 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin® ‘
16.1f)....... ~1 sin(11x) + 1 sin(5x) + 3 sin(3x)
16.5a) ....oiiiii ‘2cos (2x) cos(z ‘
T i
16.2a). ..o 2(:05(12) " 16.5b) oot ‘2(:05 (4x) sin(x ‘
16.2b) oo <QCos<E)>ei51§ 16.5 C) e ‘2811’1 sin(2z) ‘
16.5d) ..o ‘25111 (4x) cos(z ‘
16.2 2sin( = )e 13"
—_ 12
2 C) 51n(12)e L668) o sin(32) bjn(%)
P sin(%)
16.2d). ..o 2 cos ( 2>
sin(8x)
16.6 D) ..o
) 2sin(x)
16.2€) i 2(:05( )
16.6C) oottt [0]
16.2 1) ..o 251n(24>e i
Corrigés
16.1 a) On calcule :
. . 3
3 e’ + e " 1 3ix 2ir1: ir —2ix —3ix 1 3ix —3ix 3 iz —ix
cos()—( 3 ) 7§(e + 3e 7+ 3e7e +e ):§(e +e )—I—g(e +e )
= icos(?;x) %cosx
16.1 b) On calcule

( 21T+e—2ix) +2) _

1 1
—1 cos(4z) + 3 cos(2z) —
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16.1 d)

On calcule :

2 i - 16

3ix —3ix 2ix —2iz \ 3
— 1 i —3i i ix —2i —6ix
cos(3z) sin®(2z) = (e te ) (e 2,e ) = (¥ +e77) (%% — 3e* 4 3™ HT — e7O)

1 iz —9ix iz —bix 3ix —3ix ix —ix
= (eg —e P 3™ — e ") £ &M — e L 3(e" — e ))

161
= fé sin(9z) + %sin(t’m) - ésin(&c) - %sin(m).
16.2a) 1466 =¢'12 (e_lll + eill) = 2C05(%) 'tz
————
>0
16.2h) 14 ed — e (e 55 9% 2 9 _ (o 7 G o-im _ (o 7 -i%%
.2 b) +e =e (e +e ) = cos(ﬁ)e = (f cos(E))e e = (7 cos(ﬁ>)
———
<0
16.2 T 1= (e _eiTe) =i T2 (2 T)) =2 515 — 9 -~
2¢) et —1=e (e —e ) =e (— 1sm(ﬁ)> = mn(E)e s1n(1—)e
16.2d) 1+ie's =1+ e = e51i;2005(%) = ZCOS(%)eS{;
16.2¢) —1—¢'6 =—¢'12 (eﬂ% —|—e‘1l2) = —2(:05(%) 'z = QCOS( )e'12+”r = QCOS(%)GI%
<0
16.2) 1—¢'12 =¢'2t (—21sm(ﬂ)> = QSin(ﬂ>e‘24e 2= 251n(ﬂ>e_1114Ir
16.2 g) On fait le quotient de a) et f).
16.2 h) (1 +elﬁ) = (2008(1)8%)27 =2%"co 27( )614
’ 12 12
iz iz Ers [ E-% (E-E T\ 5z
16.3a) €3 +e'2 =¢" 2 <e z 4e 2 ) 72005<ﬁ>e 1
>0
. . T4z T_z n_z o e ,r
16.3b) €3 —e?2 =¢ =R <e‘ R ) = QSm(l%)ie5112 = 231n(%)eslﬁ+l? = 25111(112) s
———
>0
16.4 a) On calcule :
cos(3z) = Re(e”) = Re((eiz)?’) = Re((cos(:v) + isin(m))3)
= Re(cos” (z) 4 3icos”(z) sin(z) — 3 cos(x) sin’ () — isin®(z))
= cos’(x) — 3cos(z) sin®(z) = cos®(x) — 3 cos(x)(1 — cos®(z))
= 4cos®(z) — 3cos(x).
16.4 b) On calcule :
sin(4z) = Im(e*'™) = Im((eiz)4) = Im((cos(m) + isin(m))4)
= Im(cos*(z) + 4icos®(z) sin(z) — 6 cos®(z) sin®(z) — 4i cos(z) sin® () + sin*(z))
= 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(z).
16.5 a) cos(z) 4 cos(3z) = Re(e'” + ¢**) = Re (eiH?Sw (™) 4 eiz)) = Re(e2i12 cos(x)) = 2cos(2z) cos(z).
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16.5 b) sin(5z) — sin(3z) = Im(e*™ — &**) = Im (e4ix(eix - e_ix)> =Im (e41121 sin(m)) = 2 cos(4x) sin(z).

16.6 a) Si z € 277, alors cette somme vaut 0. Sinon, sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im(e' + e 4 &**)

1— e411

= Im(l + e 4 () + (eiw)‘g). Or, ¢ # 1 donc 1 + €' + (%)% + () = g

On utilise maintenant ’astuce de I’arc moitié. On obtient,

sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im (eziz 415111(2:6)) = Im (eis'zm sin(2ac)> — sin(%‘"”) sin(Zx).

e'2 —21sm(g)

16.6 b) Siz € 27Z, alors cette somme vaut 4.

Si x est de la forme 7 + 2kw avec k € Z, la somme vaut —4.

Sinon, on calcule :
cos(x) + cos(3x) + cos(5z) + cos(7x) = Re(e” 4 &** + &7 4 ™)
_ Re(eil'(l 4 (e2iZ) + (62ir)2 4 (e2im)3))'
Or, ¢ % 1 donc

1— (ef™)? w1 — (e57) o €M% —2isin(4x) 4iz Sin(4x)

eix (1 + (EQix) + (GQix)2 + <62ix)3> — ei:c —e —e —e

1 — e2iz 1 — e2iz elz —2i sin(l‘) sin(w) '

Finalement, on a
cos(4x)sin(4z)  sin(8x)
sin(z) "~ 2sin(z)’

cos(z) + cos(3z) + cos(5z) + cos(7z) =

16.6 c) On calcule :

2 4 f 5 ™ : T .
cos(z) + cos (Jc + %) + cos (m + %) = Re(em NS AN R el(”%)) =Re| e” (1 +j +j2) =0.

—_———
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IFiche n°17. Sommes et produits|

Réponses
17.01a) . ... 2] 17.8b) . T 176 d) "; !
n
n 3
17.1b) ....... T(n+1)(n+4) 17.3¢) i, 5"(n!)2 1
17.7a) .. 1—
17.3d) e [0] n+l
17.1 ¢) n(d5n + 1) . :
e U oo i i iiiiiiaa 2 n(n + 1) 17 7 b i
17.4a) .............. 5 Yoo 5 713
(n—2)(n—-"7)
17.1d).ee 5 17.4D) oo [0] 17.8a)................ 22 + n
17.4¢)...... n2" 4+ 2(1 - 2" n(3n+1
waw... [HE)EED b 2 gy @n 41
n?(n+1)2
17.4d)............
17.2b).. | n(n+ 1)(n® + 0+ 4)| ) | 17.98) oo n*(n+1)
2
9, . 17.5a) .......... (n+2)% —23
17.2¢) ... 5(3 2.1) roh n(n +3)
17.5b) ..o In(n +1) Bb) 4
n+1
17.2d)....... 5t 1= () 17.5 1 n(n? —1)
3 BC) BCES) 17.9¢). oo, -
17.2¢)... | 2(T" =D +nn+4)|  175d)............ (n+ D=1 q7.9qy,. |20t DO+ 18044
12
17.26) nts MG a) i 170 CESII.
JE)iL — 1n(n.
n 17.6 D)., 2
17.3a) 0. 24—p+l
1 _
17.6.C) oo, Soaren. n(n + 1)6(4" D
n
Corrigés
n—+2 n+2
17.1 a) On utilise la formule suivante : Zn = nz 1=n+2-14+1)xn=n(n+2).
k=1 k=1
n+2
17.1 b) On utilise la formule présente en prérequis : Z Tk=17X (nt+2-2 +21)(n +2+2) = T+ 1;(71 + 4).
k=2
17.1 ¢) On utilise la linéarité de la somme :
> @Bktn-1)=3Y k+tn-1)> 1= ern(nfl) = w
k=1 k=1 k=1

17.1 d) On utilise la linéarité de la somme :

(5 =3 03B - o) =5 (0 o) < e
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17.2 a) On développe et utilise la linéarité de la somme Z k(k+1)= Z K+ k= K+ Z k.
k=1 k=1 k=1 k=1

, . , 2 4+ 1)2n+1) n(n+1)(n+2)
Puis, on utilise la formule suivante : ; k* = —s D’ou ; E(k+1)= —

17.2 b) On utilise la linéarité de la somme :

n

S (kR +2) =43 K +8Y k= 4"2(": D s"("; D (4 1)(n(n+1) +4) = n(n+1)(n +n + 4).
k=0 k=0 k=0

n—1
1— 3n—1—2+1 9 _
17.2 ¢) On utilise la formule pour les sommes géométriques : on a 23'“ =3 13 = 5(3” 1)
k=2

17.2 d) On factorise pour faire apparaitre une somme géométrique :

n ~ n B n k 1— (%)n—O-{—l 1— (Z
2k5n k — 5n 2k5 k — 5n (g) — 5n 5 — 5n+1 5 )
2 2 2(G) =t T e

SIS

17.2 e) On utilise la linéarité de la somme :

i _ K - - =1 n(n+1)  Tin
DT +ak—n+2)= 744 k+(-n+2)> 1=7 sttt n= (T =D 4t
k=1 k=1 k=1 k=1
s . 1 2 n 1« n+1
17.2 f)  On utilise la formule suivante ﬁ+—2+ +ﬁ ?;k— o

k=1

17.4 b) On utilise la linéarité de la somme et on effectue ce changement ou renversement dans la seconde. On a
k=mn+41—j, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans le bon ordre. On a

oo . "o
ZE_Zank:ZE_Z}‘
k=1 k=1 k=1 j=1
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17.4 ¢) Avec le changement d’indice, on a, en notant S, = Z k2"

k=1
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Sp=> (G412 =) g 4y 2T =2y i 42y "
j=0 j=0 j=0 j=0 j=0
- 1—2"
_ ‘0l _ n — _ _ n+1l _on
=2|) 2 —n2 +25 5 =25, —n2 2(1—2")
j=1
Dot S, =n2"t +2(1-2") = (n—1)2""" +2
n+2 n 2
3 _ 3_n (n+1)
17.4d) Ona ) (k-2)°= = T
k=3 7j=1
17.5 a) On reconnait une somme télescopique
n+2
D+1)P -k =8 -2 44— 4 4 (n43)° - (n+2)° = (n+3)° - 2°
k=2

17.5¢) Enécrivant k=k+1—1,0ona:
)P ol L£5 G § PR o U5 SRS S N o [ MNND S O S
P (k+1)!_,€,1 (k+1)! _kﬂ (k+1)!  (k+1)! _kil Ko (k+1D!| (n+ 1)

17.5d) Enécrivant k=k+1—1,0ona:

D hxE =Y (k+1-1k = [(k+1)x k= k] => [(k+1)!—k]=(n+1)! - 1.
k=1 k=1 k=1 k=1
17.6 a) Onécritn%:%xgx ”lenifl_nﬂ

17.6 b) Dans cet exemple, il faut aller un terme plus loin pour voir le télescopage :

T2%+1 3 5 7 2n—1)+1 _ 2n+1
= — X -X=X X X
Hop-—1"-171"3 2n—1)—1 " 2n—1
2n—1)+1 2n+1
-2 ,1)+ X n1+ =-2n-2+1)2n+1)=—(2n-1)(2n +1) =1 — 4n°.
- 1 k—1\ 1 2 n-1 1
1 E o 4 i 1—2) = Ty 2 & _1
7.6 ¢) n mettant au méme dénominateur k||2< k) kl_[2< A ) 5 X g XX — -

17.6 d) 1l faut remarquer I'identité remarquable et faire deux produits télescopiques :

— 1 k2 —1 (k= 1)(k+1) k-1 Tk
0~ 5) -11("% >:H2kxk :<Hk>><<kl_[2k>
nfl)x(?; %X‘..Xn+1>:ixn;rl:n;;1
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1 b
17.7 a) D’aprés la décomposition en éléments simples, on a RUESY = % + Pl En réduisant au méme dénomi-

nateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.

1 1 1 1
D’ou —_ = - — =1- en reconnaissant une somme télescopique.
> % T — piq

17.7 b) D’apres la décomposition en éléments simples, on a ) =7 2 tirs
dénominateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.

D’ou Z 1 = Y ! — L _ l — ———, en reconnaissant une somme télescopique
~(h+2)(k+3) 4=k+2 k+3 2 n+3 prate.

2n
Z(_l)kk2: Z (—l)kki2+ Z (_l)kk2: Z k2+ Z (_
k=0 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n
k pair k impair k pair k impair
n n—1 n—1
=> @)= @+1)° Z4p = (497 +ap+1)
p=0 p=0 p=0
n—1 n—1 n—1
—4Zp —4Zp —42;9 Zl—4n —4 (2 D
=4n?2

17.8 b) Séparons les termes plus petits que n et les autres. On a :

2n n 2n
Z min(k,n) = Zmin(k,n) + Z min(k, n)
k=0 k=0 k=n+1
n 2n
_ _n(n+1) _n(n+1) 2 n(3n+1)
_;k+k;rln_ 3 +n2n—(n+1)+1] = 5 +n” = 5 .

17.9 a) Comme il n’y a que l'indice j dans la somme, nous pouvons factoriser :

B

Jj=1

17.9 b) On somme d’abord sur 'indice 7; on calcule donc

_ j@+1 + 1) 1 1 _n(n+3)
> s ZZ Z ZZ Z 521“ s k=—7
1<z<]§n Jj=1 i=1 i= j=1 k=2
Signalons, qu’en revanche, 'autre ordre de sommation ne permettait pas de conclure.
17.9 ¢) 1l faut faire attention a l'inégalité stricte :
n j—1 j—1 j—1 n ( 1)
‘ S\ Jjj - o
STRE HYBUES 30 SS9 I ol LS ST
1<i<j<n j=2 i=1 j=2 i=1 i=1 j=2
32 4] 32 v 2) 32 —~
-y Bor -] 3 <3 () - ()
j=2 Jj=2 Jj=2 j=1 j=1
_ 3[n(n+1)(2n—|—1) B n(n+1):| C3nn+1)(2n+1-3) nn+1)(n-1) n®n’>-1)

6 2 3xX2x2 2 2

Réponses et corrigés 111



17.9 d) On développe d’abord puis on choisit I'ordre de sommation qui semble faciliter les calculs :

SooGH)t= Y @EH2j+)= > 42 > i+ 5

1<i<isn 1<isysn 1<isgsn 1<isgsn 1<i<isn
n J n J n n n J n J
() e (L) o (B) - (v ) e () e ()
i=1 \ j=i =1 \i=1 j=1 \i=1 = = j— i=1 = i=1

—i¢2(ni+1)+22jj(j;1)+ij Z (n+1) -4 +2;] i )JFM
(n+1 Z ZZ+ZJ +Z L ”+1)

_ (n+2)n(n+ 1)6(2n+1) L (n4—|— 1)?
~ n(n+1)(7Tn® + 13n + 4)
N 12 '

17.9¢) On calcule :

Z In(i/) = Z JIn(7) (Z]) (Zln )-Tl(rgmln(Hi)—n(n;l)ln(n!).

17.9 f) On fait une sommation par paquets :

Z max(i,j) = Z max(i,7) + Z max(%,j) + Z max (i, j)

1<i,j<n 1<i<j<n 1<j<ign 1<j=i<n
n
= Dt D i)
1<i<j<n 1<j<ikn i=1
n j—1
n+ s
:25 E ) + ———— par symétrie
Jj=2 i=1

—ZZJ]—I 7—22‘]]—1 ;_1)

{n(n +1)(@2n+1) n(m+1)

n(n+1)
5 =

(]

+
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v 5 v T s
Réponses
181a)...coovvivininn.. 10 100 —1)(n—-2 185d).....vvininnt. 12 x 15"
) 18.3b)....... n(n ()S(” ) )
181b) ..o, 720 lz] "
1 k+1 18.6a)......... 2><Z< )
183 c) ...l
18.1C).uuiiiiiiiiin, %0 c) p— =\
18.1d) .o 18.3d)......... (n+2)(n+1) 18.6b) ..o, 2n !
18.1€) o 185 ¢) 1 18.7a) i
Be) i
|
18.16) oo 140 (D sy o1
9! n! x (n—3) n—2
18.28) .ot S 1830 | 18T n(n +1)2
antl 1
9 (n+1)3 18.7d) ..
182Db). .o 184 a)........... —_—
) (3) ) X (n+2)] nl
2n
18.2¢) i, 2" x n! 18.4 b) 3B3n+2)(3n+1) 18.8a)...covviiiinn... .
A4b)..... F(n+ 1)
(2n+1)!
18.2d).....iennn. , n N2
on x nl 185 a) i iiiiiia. 18.8Db) ... ..., Z (k)
-1 18.5b) v, =0
18.32) .ovninn.. ”(”2 ) ) [o]
18.5 C) ..................... 18.8 C) . ) . ) 2n
.............. N
Corrigés
101! 101 x 100! 101 x 100 x 99!
18.1 a) On calcule : 901 = 001 = 99! =101 x 100 = 10100.
! !
18.1b) On calcule 173,: 10X97X'8X7' =10 % 9 x 8 = 720.
1 1 5 1 5—1 4 4 1
181¢) Onealeule: 3= 5= o "5~ 5 51 5xdx3x2 30
6 6! 6x5x4 6x5
18.1d) On calcule : <2> Soieal s axdl - 3 15.
8 8! 8Xx7x6x5 8xT7x6
18.1e¢) On calcule <3>3!><5' TRV = 5x3 =8 x 7 =56.
7 7! AxTx6x5x4x3 Tx6x5x4
18.1 f) On calcule : 4 X (4) =4 TRV IR = 553 = 140.
!
18.2 a) Pardéﬁnitiom9!:(2><3><4><5)><6><7><8><9:5!x6><7><8><9.Donc76><7><8><9:9—;
!
18.2 b) Comme pour le calcul précédent, on a 6 X 7 x 8 x 9 = % Or, 2 x 3 x 4 = 4!. Ainsi,

6x7x8x9 9

2x3x4 5!

<a=(0)=()
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18.2 ¢) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 x 4 X 6 X --- x (2n), produit qui contient n

facteurs. Ainsi,
2X4x6x---x(2n)=2"x(1x2x3x---xn)=2"xnl

On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2n + 1). Il s’agit donc de (2n + 1)!.

Donc, on a
(2n+1)! (2n+1)!

3XHEXTX--x(2n+1)

:2><4><6><~--><(2n) 27 xnl
s n n! nx(n—1)xnmn-2) nn-1)
18.3 Par définit = = =
8), Par définition, (2) 0% (n— 2)! 2% (n— 2)! 2

PP n\ _ n! nx(n—1)xn-=-2)x(n-3)! n(n-1)(n-2)
18.3 b) Par définition, (3> = X (no3) 3% (n—3)! = 5
18.3 ¢) On calcule
(v) RG] nl (k+1)! % (n— (k+1))!
ny Tl :k'x(n—k)' % n!
(k+1) FFDIX (n—(kFD)! : : :

Ck+ D) xEx(n—k-1)! k+1
Tk xm-kxmh-k—-1)!" n—k

18.3 d) On calcule = o =Mn+2)(n+1)
L . . . n  n+l n _ (n+l)—-n 1
18.3 ) On réduit au méme dénominateur T mrD) it xnl mEDl . mEDl it

18.3 f)  On réduit au méme dénominateur

(n+1)! ! (n+1)!  2°xnl (m+1)!—4xn! (n+1)xnl—4xn! nlx(n-23)

22(n+1)  92n 92n+2 92 w 92n 22n+2 - 92n+2 - 92n+2

18.4 a) On met chaque terme au méme dénominateur, a savoir 2n(n + 2)!) :

1 2n(n+1)(n+2)

n!  nlx2n(n+1)(n+2)
1 . n+2
2nx (n+ 1) 2nx (n+1) x (n+2)
ot 1 _ n

2x(n+2)! 2x(n+2)!'xn’

Do,
1 1 1 2nn+1)(n+2)+n+2+n
— + + =
n!l 2nx(n+1)!  2x(n+2)! 2n x (n+2)!
_2n+1D(nn+2)+1)  (n+1)(n”+2n+1)
- 2n x (n+2)! N n(n + 2)!
Ainsi,
1 1 1 _ (n+1)°

A ) T 2x et nxm+2)l
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18.4b) Ona

B(n+1))! . (B3n)! (3n+3)! a®™ x (nh)?
a3t % (n+ )3 * a3 x (n))?  a® 3 x ((n+1)!)3 % 3Bn)!
Or,
Bn+3)!=0Bn+3)x(Bn+2)x (3n+1) x (3n)!
a3n+3 — aSn % (13
(n4+ 1) = ((n+1) xn)® = (n+1)° x (n)>.
Ainsi,
Br+D) 3 @BrnE3)Br+2BEn+)
a3+ x ((n4+1)1)3 * adn x (nl)3 a’® x (n+1)3
C3(n+1)Bn+2)Bn+1)  3(3n+2)(3n+1)
N a® X (n+1)3 - ad(n+1)2
18.5 a) On constate que i 2k (Z) = " (k) Fx1m P =241 =3"
k=0 k=0

k=0

18.5d) On calcule

k+2 (T 2n—k+1 __ 2 k n n+1 n—k
Zz <k>><3 _22 x 2 ><<k>><3 x 3
k=0

k=0

_ n+1 n\ K n—k
=4x3 x;(k)2 x 3

=4x3" X (243)" =4 x 3" x 5" =4 x3x3" x5" =12 x 15™.

18.6a) On développe (1+1)" +(1—1)" =Y <:> +> (=1 (Z) =3 (Z) (14 (=1)%).

k=0 k=0 k=0

Or, 1+ (—l)k = 2sik est pairet 1+ (—l)k = 0 si k est impair. Ainsi, on notant P = {k € N, 0 < k < n et k pair}, on a

A+ +(-1" =) (Z) x2=2xY (:)

keP keP

Or, si k € P, il existe p € N tel que k = 2p. CommeO<kén,onaalorsOéQpénetdoncOépgg.
Comme p € N, on peut aussi écrire 0 < p < ng

Ainsi,
L5 L5)
n n n
= t (1+1)" 1-1)"=2
2 ()= (5) = orvrooreny (3)
keP p=0 p=0
L5 1
18.6 b) On déduit de la premiére question que Z (;p) = 5((1 + D) (1 -1 =2"""
p=0
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18.7 a) On développe (14 2)" = (n) #*. On évalue en z = 1 pour obtenir (14 1)" = (n>

Ainsi, Y (Z) — 9",
k=0

18.7 b) On dérive par rapport a z la relation (1+z)" = (n) z".

On obtient n(1 +z)" ' = Z (Z) X kx a7t

k=1

On évalue en z = 1 pour obtenir n(1+1)""" = (Z) x k. Ainsi, Z (Z) x k= (Z) X k=n2"""1.

18.7 ¢)  On dérive deux fois par rapport & z la relation (1 + z)" <n> z*.

On obtient n(n — 1)(1 4+ z)" > = <Z> X kx (k—1)xz"2.

k=2
n

Z _ . _ n—2 __ n _ . . n _ _ _ n—2
On évalue en z = 1 pour obtenir n(n—1)(1+1) = Z (k) x kx(k—1). Ainsi, Z (k) xkx(k—=1)=n(n—-1)2""".

k=2 k=2

Or, par linéarité, on a Z (’;) xkx(k—1)= <Z> xkx(k—1)= Z (:) S Z (Z) x k. Donc,

k=2 k=0 k=0

n

(Z) x k=" (Z) xkx(k—1)+ (Z) xk=n(n—1)2""24n2""" =n(n+1)2""2

n
1 1 n 1
1 ntl _ k1
n—|—1( +) n+1 ()X v

On évalue en x = 1 pour obtenir

2n
2 2
18.8 a) On développe (14 z)*" = ( n) 2¥. Ainsi, le coefficient de z™ vaut (:)

18.8 b) On obtient une contribution en 2™ dans le produit (1+z)"(1+2)" & chaque fois que I’on multiplie un terme de

k . —k .
la forme arx” dans le premier facteur avec un terme de la forme b,,_,z" ™" dans le deuxiéme facteur, et ce pour toutes les

valeurs de k entiéres naturelles et inférieures ou égales & n. Or, (1+x)" x (1+z)" = <Z (Z) mk> X (Z (Z) x"_k> .

k=0 k=0
n 2
. n n
Donc, le coefficient de =" vaut kgio (k) .
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IFiche n° 19. Manipulation des fonctions usuelles|

Réponses
(7]
19.1a) ... —
! 5
19.1b) it
19.1 ¢) ]
A C) i
(7]
19.1d) .oovvi -
) d
Ed
19.1e) o, —
e) 4]
[ ]
19.10) ... -
! 3]
In(2)
19.2a)......cciiiia
2) In(3)
19.2Db) i
19.2C) eenineiinn.. _In3)
In(2)
Corrigés
arcsin(Tg)
19.1 b) On calcule : ———%
arccos(TB)

In(4)

19.2d)............... 20/

In(¥A1=1
19.32) . eeeennn. (ln(;) )
19.3b) ... {0; ;}
19.3¢) 0o 1 Egi

In \/5271)
19.3d)............. )
19.42) i
19.4D) i [0]
19.4¢)...... {f—&—lm, k eZ}
—2.

{z +2kn, keZ}

) =ee(55g) (5
= arccos \/5 % \/§ = arccos 2

19.4d
) U{% +2km, k€ Z}
Ly o%kn kez
19.4¢) | L3+2mkez}
U{m— % +2kn, keZ}
19.46) i
19.5a) ... ’len(Z)sz—FQJ;‘
195 b). |20 1 In(3/5) + 3% In(3)
(5% 4+ 1)2
19.5¢)...... ‘a: — (In(x) + 1)z®
1 — 2z arctan(z)
19.5 d) T @iz
19.6a) ..o z 1 0
19.6 b).. |z — (In(z) + Dae ™"
19.6¢)......... 2+ arctan(x)
_ _ _In(2)
(3) =2zIn(3)—In(2) & = = n(3)

19.1 ¢) On remarque que arccos(
19.1d) On remarque que arctan<
19.1 f)  On remarque que arccos(
19.2 a)

19.2 b)

19.2 ¢) Soit z € R.

19.2 d) Soit z € R. Alors

10%" =4 x 5" x 9% < In(10%") = In(4 x 5% x 92) & 2z1n(10) = In(4)

& m<2 In(5) + 2In(2) — In(5) — 21n(3)) =In{4) oz =

2

In

(4) In(4)

(2) +1In(5) —In(3) ~ In(20/3)
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19.3 a) Soit z € R. Posons X = 2°. Alors 2° +4° = 4 & X + X° — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

—-1£V17 V17 -1 \/17—1<:>
2

est positive, donc 2% + 4% =4 & 2% = 3

1+ 16 = 17, d’ou deux racines, . Seule la racine

z1n(2) —ln(\/rzl> S x = @

19.3 ¢) Soit z € R. Posons X = 3”.
Alors on a I’équivalence 2 x 9" — 3" -3 =0 & 2X% - X —3=0. Cette équation a pour discriminant 14+4 x 2 x 3 = 25,

donc les deux solutions de I’équation sont , i.e. g et —1. La seule solution positive est —, donc 2 x 9" — 3" — 3 &
s 3 In(2)
== 1 =1 —1In(2 =1-
3 5 ST n(3) =In(3) —In(2) & = ()

19.3d) Soit € R. Posons X = 3".

Alors on a ’équivalence 3% +3%" —1 =0 < X2+ X — 1 = 0. Cette équation a pour discriminant 1+ 4 = 5, donc les deux

_1;: 5. La seule solution positive est \/52_ ! \/52_ : =

solutions de 1’équation sont ,donc 3" +3* -1 =0« 3" =

z1n(3) :ln(\/gz_ 1).

19.4 a) Ici, pas de calcul : arcsin(1) = g et, par stricte croissance de arcsin, I'unique solution est 1.

19.4 b) Soit x € [—1,1]. Alors cos(arccos(z)) = 0 < arccos(z) = g + km, k € Z. Mais comme arccos est a valeurs
dans [0, 7], cos(arccos(z)) = 0 < arccos(z) = g <=0

:—@me{g+2km, keZ}U{%T—Fka, keZ}

Wl
X

1
19.4 ¢) Ici, pas besoin de connaitre sin(g) !'Soit x € R. Alors

arcsin(sin(z)) = % & sin(z) = sin(%) Sz e {% + 2km, k € Z} U {71’ — % + 2k, k € Z}

19.4 f) Soit € R. Alors tan(arctan(z)) = 1 < arctan(z) = g +km, k€eZ s x=1.

x

19.5 a) On n’oublie pas que 2% = "3 Donc la dérivée de z s 2% est x — In(2).2°.

19.5¢) On éerit que 2° = ¢®™*) . Ainsi la dérivée de la fonction est @ — (In(z) 4 1)e”™®
241 _ 97 arctan(z)
1-2 t
19.5d) On dérive un quotient : en notant f la fonction et si  €]R, f'(z) = 2?1 e — (;aicliél(ﬂv)
. - * e s 1 -1 1 1 1
19.6 a) La fonction est dérivable sur R et sa dérivée est z — — = =0

19.6 b) 1l s’agit de dériver une composée.
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IFiche n° 20. Suites numeériques|

Réponses
12 204d)........ 10 201
20.18). ... = ) 20.7D) 112\5/5
17
20.58). i -
20.1b) ... 24| 20.8a)............ 3+ (—2)"
_gn+3 1
20.1¢)..... ... % 20.5b) . .eeeieei 1| 208D 211
(L+vD" - (1-V2)"
2 1 . 23n+2 3 20.9 a) e
20.1 d) ...... 3( n+ 5) 20.6 a) ................... 5@ 2
20.9b) ... 2v/2
20.22) i 20.6b) ... 3069
512 20.108). ... 257
20.2Dh) .0
3 20.10 ). 65 537
20.3 a) ...................... 20.6 C) ------------------ m
20,10 €)oo
20.3D) .. T
2048) oo 206 d) ... Toor|  2010d).
20.4b). ... 10 000 /5 20.10¢€)......... Fpoq + 22"+
20.78) i —=
20.4C) i 2 001 5 20.10f) ................. Frio
Corrigés
2x0+3 12
20.1a) uo= % x 2% = =,
201 b) w =221 F3 o5 g g

100 x (14199) 100 x 200

20.4b) s100 = = 100> = 10 000.

101 x (1+201) 101 x 202
2 - 2

20.4d) si01 = =101 = 10 201.
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bio1 + b1o3 % + % % 17
20.5 b = = — 12 _ -
a)  bioz 2 2 2 24

17 2 1

205b) T—UIOQ*UI()l—ﬂ*g ﬂ

l—5p 2 -1  3x1023 3069

20.6 b = _
) o0 =0 37T =650 512 512
110 13
20.6 - =) =3 -
€ 90=gox (2) 910 T Tox

2" —1  3x2047 6141
211 T 1024 1024

hie T m/Ex11 115
20.7 b =12 = = - ,
) TSRy T B 5 x 5 25

20.8 a) L’équation caractéristique est r? — 7 — 6 = 0 dont les racines sont 3 et —2. Ainsi u, = a3" + B(—2)" avec

. o at+p=1 .
a, B € R. Les conditions initiales conduisent au systéme linéaire {3 /825 1 dont les solutions sont . = 8 =
o — =

20.9 a) L’équation caractéristique est ici 7> — 2r — 1 = 0. Ses racines sont 1+ v2 et 1 — v/2 et v, = A3" + pu(—2)"
1

1
avec A, u € R. Les conditions initiales donnent ici A = 3 et u= —3

20.9 b) Le plus simple (pour un si petit indice) est d’utiliser la relation de récurrence de la suite : v2 = 201 +vo = 2v/2.

(1+v2)?—(1-Vv2?* 3+2/2-(8-2v2) , 5
2 2 '

Pour travailler les identités remarquables, d’aprés le a) : va =

n 2 n 2 n n n n
20.10 e) Fi:(f +1) :(22) 1227 11=2"" 149" 2, 2L
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IFiche n° 21. Inégalités|

Réponses

21.4 ¢) Attention, ici : 0 < In(z) < 1.

21.4 h) Propriété de la croissance de l'intégrale.
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21.4 i) Propriété de la croissance de l'intégrale, et théoréme des gendarmes.

21.5 a) Attention, ici, In(z) < 0.

21.5 e) Encadrer en travaillant sur la valeur absolue,
puis propriétés de l'inégalité triangulaire et de la croissance de I'intégrale.

R
2n n+1"

21.7 d) Exploiter I'inégalité précédente, en faisant apparaitre des sommes télescopiques. Puis utiliser les quantités
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IFiche n° 22. Développements limités|

Réponses

1'3
22,1 A) 3r— 22+ + go(z‘s)
3 2 2
22,0 D) x—§x+ go(a:)

3
22 L )ttt f% 00(x4)

z—
s, 7 4
22,0 ) r+x —&—?—&—mgo(x)
22.2 a) o Ty e (=)
2 D 5 5 t.%
1 1

22,2 D) - chQ - %x‘l + x_>0($4)
2212 0 ettt e(1+x+x2— x3)+ go(:v?’)
22.2 d) l—z+=(z—1)%+ 01((33—1)2)

T—r
1
22.3 8) L 5
1
22,8 D) o
223 ) it —In(x)
22,8 ) e 3"

Corrigés

22.1 a) 1l suffit d’effectuer la somme des parties régulieres des dévelopements limités & l'ordre 3 en 0 de sin(z) et

22 3 s 23 s e s
In(1+ ). On écrit donc f(z) =2{z——=+ =+ o (z°) | +x——+ o (z°)=3z—z"+ =+ o (z).

22.1 b) 1l suffit d’effectuer le produit des parties régulieres des développements limités & Pordre 2 en 0 de In(1+ ) et

1 et de ne conserver que les termes de degré au plus 2. Observez que le développement limité a ’ordre 1 de 1
T x

suffit puisque celui de In(1 + x) & son terme constant nul. On écrit donc

flz) = (x—f+x30(ac2)) <l—x+ o (:c)) :x—gx2+ o (z%).

z—0

22.1d) 1 suffit d’écrire :

x z’ z° 3 z® 4 2 o’ 4
e’ sin(z) = 1+x+7+g+—|—o(x) z——+ o (7)) =z+z"+ =+ o (z).

x—0
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22.2 a) En utilisant les développements limités en 0 de In(1 4+ z) (& Pordre 3) et de 'exponentielle (& l'ordre 2), on

1 In(1+ z) z  a? 2 z  a? 2
t(142)= = — ) = 1——4+—+ = —— 4+ =+ .
a:( x) exp( > exp( 5 3 zoo(:r ) eexp| —5 3 zoo(:l: )

2 2\ 2
it (1 (50 2) o450 5) o)

1lex?
Dot (1+x)%=e—e§+ ;j’ o (@)
22.2b) Ona
2 4
1. r T 4
cos(@) =1 -5 +51+,9,)
2
Vitu=1+2-%L 1 o u?)
2 8 u—1
puis
1 2t 1 2zt 2 4
S T (T I (A
cos(®) +2( 2+24> 8( 2 Ta1) .o
1o 1 4 4
=1--g>- =
17 g% TS )
x z? z° 3 14u u? u® 3
22.2¢c) Ona:e*=14z4+—+="—4+ o (z7)ete " =ell+u+—+—+ o (u’)].
2 6 z—0 2 6 u—0

2 6 2 6 w50 50
. , s In(2 — z) <1 L .
22.2 d) Etablir 'existence et donner le développement limité de f(z) = — 5 en 1 a Pordre 2, revient a le faire,
In(1—1¢
en 0 & Pordre 2, pour Papplication g définie par g(t) = f(1+1t) = %
Orln(l—t)——t—ﬁ-i- o () et —1 — (1—t+ o (t))2—1—2t+ o (t)
o 2 t—0 (1 + t)2 o t—0 o 50"
t2 2 3 2 2
Dot . 1-2 =42
ot g(t) ( t— 5+ o (t )) ( £t tgo(t)) 450+ o (1)
3
et fx)=glz—1)=1—z+2(z—-1)>*+ o ((w—1)2)
2 z—
22.3a) Ona
1 1 z—(e"=1) —z%/2 1
z(e® —1) z2  x2(e®—1) z2—0 23 250 2z
22.3 b) sin(1/x) 1

x
ep(=(1o L Ly o (1)
- z 22?2 313  ootoo\xd
e 1 (1 1
=ee 2exp|—+ o (7)
3x  az—+oo\T
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- = —
Réponses
1 -3 -1 . cos(kf) —sin(k0)
2301 8) e e eee e 3 3 4 23.20) (sin(k&) cos(kf)
9 -7 3
n n
-2 -6 -5 23.2 ). : :
23.1D) 15 -1 11 J) - () )
18 —26 -1 rooeon
2 2
23.1C). i |17 (matrice 1 x 1)] n n
23.2 k) ......................... (TLQ)
17 =2 n? ... p?
23.1d) ..o 2 14 —4
-1 -7 2 232 1) et nk=1D
-1 23,3 8) .o [2x 371 x 51|
2301 0€) . 3 —
) 23.3 D).t 2itigi—i(an — 1)
231 £) .t (-5 15 3)| am3e 2X3i+j(1<§>)
5 4
231 &) ,
& (4 5> 23.3 ). 21‘3‘(2,_1)
j—
5 3 -1 1
23.1h) ..o ( > 1 B
43 1 2 23.48) it 2( e)<22 ;)
ol
1 7 =2
23.10) oo 749 14 23.4 b 1/ —1-2
T2 3] e
1 2 5 2 -1
23,2 8) . i (0 1) 23.4C). ;(3 9 ]
-6 -2 2
1 3
23.2D) (0 1> 0 4 0
23.4d). . |0 -2 -2
1k T™\2 -1 1
23,2 C) 0 1
8 4 -2
45 23.4€). o s|-16 -6 7
23.2d) . 0 9 0 -2 1
8 19 (-2 2 2
23.2 e) .................................. (0 27> 23.4 f) ........................ 6 1 -1 D)
4 2 —4
ok gk _ ok
23.2 f) ............................ (O 3k > 1 ;1 _z Z (2)
23.48) ... slr 5 5
23.2 g) cos(20) —sin(20)
L~ S 5111(29) COS(29) _5 3 _1 _1
25.2 ) cos(30) — sin(30) 23.4h) .. Non inversible!
2h) . sin(3)  cos(36)
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0 -1 0 -1 ) -4 -1 3
. 1f1 1 0 o 23.5b)........... ——(2x+2 A —2x-1
23.41) .. sl 0 21 o Y A
0o o0 1 -1

“1=XA+X 1-X 2=
23.5d)..... — 1 0 -1
- 1—)\2 A—1 A—1

Corrigés

. s (11 11\ (1 2
23.2 a) Un calcul direct donne A (0 1))<<0 1)(() 1>,

o (21 2 1\ (4 5
23.2d) On calcule : B® = (0 3> X (O 3> = (0 9).

s oo (45 2 1\ (8 19
23.2¢e) Oncalcule: B° =B ><B<O 9)><<0 3)<0 27).

o — cos(6) —sin(0) o cos(f) —sin(0) cos(#)? — sin(6)? —2cos(0) sin(h) > _ (cos(29) —sin(29)>
i i 2sin(f) cos(9)  —sin(0)? + cos(#)? sin(20)  cos(26)

23.2 j) Deux possibilités de faire le calcul : « & la main », ou bien avec la formule théorique du produit.

A la main, on remarque que lorsque I’on effectue le produit D x D, chaque coefficient résultera du produit d’une ligne
n .-

de 1 par une colonne de 1, donc sera égal an : Dx D = | . (n) .| =nD.

n n
En utilisant les coefficients, on peut écrire que
(D% = [Dla[Dly; =Y 1=n
k=1 k=1
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23.3a) On calcule :

[A X B]ij = Zaikbk_i = Z (;_ 1) 2y

k=1 k=1

L o fi—=1Y
Mais si k > 1, (kl) =0, donc

R Sl (R E

k=1

= Z ( ) 201397471 en faisant le changement d’indice { =k — 1

£ ()

£=0
X 2 i—1
=2x3"! (f 1)
X {3 +
. 5i—l o X
=2x 3 x oy =2x 3 x5
23.3 b) On calcule
[B2]2j _ szkbk] 22 3k 7, 3] k 3]77’ Z2k _ 2i+13j77l(2n _ 1)
k=1 k=1
23.3 ¢c) On calcule
n . . i n 2 k it 2 n
[B" x Blij = Z[B Jikbr; = mebk] szy kokgi—k — giti Z(g) =2 x 3+ (1 - (5) )
k=1 k=1 k=1

23.3d) Déja, la matrice A? est triangulaire inférieure (produit de deux matrices triangulaires inférieures). Soit j < ¢
Alors

(4% = S ALl Ay = S (,i‘ﬁ) (f‘ i)

k=1 k=1
_i(i—l)(k—l)
pat k—1)\j—-1

< (i—1) (k —1)!
B kz:; (k= DIGE = k) (5 — DIk —J)!

(- (i —j)
‘Z GG k== — (k=)

—(2_1)§<;_é)

. i=Jj . .
= (;_i)ZCgJ) en posant £ =k — j

=0

_ i 1—1
j—1)

-2 7
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23.4 ¢) Effectuons un pivot de Gauss :

1 -1 0/1 0 O 1 -1 01 0 O
o 2 130 1 0)—1(0 2 110 1 O
3 -1 210 0 1 0 2 2|-3 0 1/Ls<+ L3—3L,
1 -1 0|1 0 0
— (0o 1 1/2[ 0 1/2 0|Ly<« Ly/2
0 2 21-3 0 1
10 1/2[ 1 1/2 O\ L1+ L1+ Lo
— (0o 1 1/2/0 1/2 0
0 0 1 [-3 —1 1 L3<—L3—2L2
1 0 0/5/2 1 —1/2\ L1+ Li—1/2Ls
— |0 1 0[3/2 1 —1/2|Ly« Ly—1/2L3
0 0 11-3 -1 1

1 5 2 —1
Donc B est inversible d’inverse 5 3 2 -1

-6 -2 2
1 1 2
23.4d) 1 ne faut pas avoir peur du 7 et écrire que C' = 7r< 1 0 0) . On calcule alors (par pivot de Gauss) que
-1 -2 0
( 1 1 2) 1 (0 4 0 ) 1 (O 4 0 >
1 0 0] estinversible d’inverse —| 0 —2 —2 |, donc C est inversible d’inverse — [0 -2 —2
-1 -2 0 o 11 T\ 1 1

-1 -1 2
— [ 0 1-X 142X
0 1—-X 242X

0 1 0
1 AN O|La+ Lo+ AL
0 A 1 L3(—L3—|—)\L1

Si A =1, alors la matrice n’est pas inversible. Sinon,

(-1 ~1 2 10 1 o> (-1 0  3/(1—=N)|1/1—=X) 1/(1=2)) O)LleLl—kl_)\Lg
0 1—-Xx 14+2x[1 X 0] — [0 1—-x 1+2x 1 A 0
0 1—-X 2+2x0 X 1 0 0 1 -1 0 Vo Lo L
~1 0 0/4/(1—X) 1/(1—X) =3/(1-N) L1<—L1—13AL3
—)(O 1—X 0] 2A+2 A _2>‘_1>L2eL2(1+2)\)L3
o o 1] -1 0 1

A+2)/(1=X) M1 =XA)  (=22-1/(1-N) L2<_1i)\L2

—4/1-X)  —1/1-N 3/(1- ) Lie—I
-1 0 1 )

1 0 0
— 10 1 0
0 0 1

—4 -1 3
1
Dans ce cas, I'inverse de la matrice est Y 204+2 A =22 —-1
- A—1 0 1—AX
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[Fiche n° 24. Equations différentielles|

Réponses

24.1b) ... x> 6e” — 1 2404 8) i x> e’
3z T —2x
241 C) oo x»—)Ses Dl 244b) 2 7e7 — 5o
4 T —2x
24.1d) o 2o 002 6| ZAA SN
24.28) 1 o(6—2)/5 24.4d) .. x> (2 —1x)e”
24.2b) ... ‘x»—>1—2€ 2I/7+2\ 24.4€) .. ‘xl—>(2—x)62_2x
24.20). oo s <6+7r>e s 6| 245a)...... |z cosz + 2sinz |
V5 V5
©/2 3x 1 . \/gx
9 9 245b) ...... T e T*ﬁSIHT
24.2d) ... s (12+e> ro—n? _ 2
7r 7T
24.5C) i z e “sin(x)
24.3 8) i x> e Tt I
x| L 2ig L _oig
24.3 D) i x e’ 24.5d)......... xl—>e< 2 2 )
24.3 C) i T 207 — e
Corrigés

24.1 a) Notons yo 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene
y — 12y =0 est {m = xe'? N e R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo :  — Xe'?”.

Alors, yo(0) = 56 = A. Finalement, yo : x — 56027,

24.1 b) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogeéne

y' —y =0est {x+— Ae”, A € R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = y -+ 1 soit 4 = —1. Ainsi,
il existe A € R tel que yo : © — Ae” — 1. Alors, y0(0) =5 = A — 1. Finalement, yo : z — 6e” — 1.

24.1 ¢) Notons yo I'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene

y' —3y =0 est {x — XAe® X e R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = 3y + 5 soit u = —5/3.
Ainsi, il existe A € R tel que o : z — Xe*® — 5/3.

, 8e** —5
Alors, yo(0) =1 = X\ —5/3. Finalement, yo : £ — —————.

24.1d) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene
Yy —2y =0 est {x — )\e2z, A€ R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 = 2u + 12 soit u = —6.
Ainsi, il existe A € R tel que yo : © — Ae>" — 6.

Alors, yo(0) = 3 = A — 6. Finalement, yo : z — 9¢%" — 6.

24.2 a) Notons yo 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’équation est homogene et son ensemble de solutions

—x/5 71/5.

est {:c — e , A E R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo : = +— Xe

Alors, yo(1) = e = Ae”'/®. Finalement, yo : z — 67/,
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24.2 b) Notons yo I'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogeéne

721/7, A E ]R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0+ 2y = 2 soit p = 1.

—22/7 + 1.

y/Jr%y:Oest {xr—>)\e

—2x/7+2

Ainsi, il existe A € R tel que yo : © +— Ae + 1. Alors, yo(7) = —1= e ™% 4+ 1. Finalement, yo : x — —2e

24.2 ¢) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

T \/53/ = 0 est {x — /\e\/gz, NS ]R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 — \/gu = 6 soit

= ———. Ainsi, il existe A € R tel que yo : 7 — Xe¥V>" — —.

1% 75 que Yo NG
Alors, yo(0) =7 = A — —. Finalement, yo: z — | — + 7 |e - —.
Y0(0) NG Yo (\/5 ) 7

24.2 d) Notons yo 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

. 2
y —my =0est {x — Xe™®, A € R}. De plus, si x est une solution particuliére constante, alors 0 = mu + 2e soit u = ey
T

2 2
Ainsi, il existe A € R tel que yo : & — e — =, Alors, yo(m) =12 = Ae™ — 2
T T

Finalement, yo :  — (12 + %)emfﬂ’z B %'
T T

24.3 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r 4+ 2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 241 = 3 et 2-1 = 2 donc on reconnait r°> — (2 4+ 1)r + 2 - 1). L’ensemble des solutions de

x

Iéquation est donc {x = Ae” 4 pue®™, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : 2 — Xe” + pe’”.

2x

Alors, y(0) = A+ pu =1 et y'(0) = A+ 2u = 2. Ce systéme se réduit en A\ +p =1 et p = 1. Ainsi, yo : z — e
24.3 b) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r? —3r +2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 2+ 1 = 3 et 2-1 = 2 donc on reconnait > — (24 1)r + 2 - 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {ac = Ae” + e, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, ) € C? tel que yo : @ — Ae” + pue®”.

Alors, y(0) = A+ pu =1 et y'(0) = A+ 2u = 1. Ce systéme se réduit en A + u =1 et u = 0. Ainsi, yo : z + e”.
24.3 ¢) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r +2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 2+1 = 3 et 2-1 = 2 et on reconnait > — (24 1)r 4 2-1). L’ensemble des solutions de I'équation

est donc {:U = xe” 4+ pe®, (\p) € (C2}. Ainsi, il existe (A, u) € C* tel que yo : z — Xe” + pe’”.
Alors, y(0) = A+ p =1 et 3/ (0) = A+ 2u = 3. Ce systéme se réduit en A+ pu = 1 et = 2. Ainsi, yo : z — 2e°" —e”.
24.3 d) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est 7?2 —3r +2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 2+1 = 3 et 2-1 = 2 et on reconnait 7> — (24 1)r +2-1). L’ensemble des solutions de ’équation

est donc {x — xe” + pe®™, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, 1) € C? tel que yo : z — Ae” + pe”.
Alors, y(0) = A4+ pu =1 et ' (0) = A + 2u = 3i. Ce systéme se réduit en A+ p = 1 et p = 3i — 1. Ainsi, yo : = —

(2 — 3i)e” + (3i — 1)e*".

24.4 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r?>—1 = 0 dont les solutions
sont —1 et 1. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {x —Xe” +pe” " (A ) € (CZ}A Ainsi, il existe (A, u) € C*
tel que yo : z — Ae® + pe” ",

Alors, y(0) = A+ pu =1et y'(0) = A — u = 1. En additionnant et soustrayant ces relations, on obtient A = 1 et u = 0.
Ainsi, yo : © — e”.

24.4b) Soit yo la solution du probléeme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r? +3r +2 = 0 dont

les solutions sont —1 et —2 (car —1 — 2 = —3 et (=2) - (—1) = 2 et on reconnait r°> — (=2 — 1)r + (=2) - (=1)).
L’ensemble des solutions de I’équation est donc {a: = AeT e, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (\, p) € C? tel que
—2x

Yo : T — e T+ pe
Alors, y(0) = A+p = 2 et 4/ (0) = —A—2u = 3. Le systéme se réduit en A\+p = 2 et —p = 5. Ainsi, yo : & — Te”* —5e ",
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24.4 ¢) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r*+r—2 = 0. Le discriminant
du trindme vaut 9 et ses racines sont —2 et 1. L’ensemble des solutions de ’équation est donc

{:r = xe” 4+ pe %, (A p) € (CZ}.

Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : 2 — Xe” + pe” >".

1
Alors, y(0) = A+pu = 1 et y'(0) = A—2u = 2. Le systéme se réduit en A+ = 1 et —3p = 1. Ainsi, yo : = > %ez — 36721.

24.4 d) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>—2r+1 =0 dont
la racine double est 1. I’ensemble des solutions de I’équation est donc {x — (A4 uz)e®, (\,p) € (CQ}. Ainsi, il existe
(A, 1) € C? tel que yo : @ — (A + px)e”.

Alors, y(0) = A =2et y'(0) = A+ p = 1. Ainsi, yo : © = (2 — 2)e”.

24.4 ¢) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. I’équation caractéristique associée est r> 4+ 4r +4 = 0 dont la
racine double est —2. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {x — A+ ,um)efzz, A\ p) e (Cz}. Ainsi, il existe
(A, 1) € C? tel que yo : @ +— (A + pz)e >

Alors, y(1) = A+ p)e 2 =1 et ¢/ (1) = (—2X + p — 2u)e” > = —3. Le systéme s’écrit A 4+ pu = e et 2\ 4+ pu = 3. 1l se
réduit en A + g = e” et A = 2e®. Ainsi, yo : z — (2 — z)e* 7.

24.5 a) Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>+1 =0 dont les
solutions sont i et —i. Ainsi, ’ensemble des solutions a valeurs réelles de I’équation homogene est

{;c — Acosx + psinz, (A, u) € RQ}.

11 existe donc (A, p) € R? tel que Yo : T +—> Acosx + psinz.
Alors, yo(0) =1 = X et y5(0) = 2 = p. Ainsi, yo : © + cosx + 2sinz.

24.5 b)  Soit yo I'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r24+r+1=0. Les

2ir 1 3 <
résultats sur les racines de 'unité assurent que les solutions de cette équation sont j = e 3 = ~3 + ig et j. Ainsi,

I’ensemble des solutions a valeurs réelles de ’équation homogene est

{m»—>ez/2 (Acos \/2§x +Msin\/2§m>, (A 1) E]RQ}.

+ psin ——

Il existe donc (X, i) € R? tel que yo : @ — e /2 (/\ cos 5

V3 \/§m>
5 .

A 3 _ 3 1 3
Alors, 40(0) =1 = Xet yp(0) = -1 = —3 + %M- Ainsi, yo: x — e e/2 (cosx — sinx).

24.5 ¢)  Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>4+2r4+2=0.
Le discriminant réduit du trindme vaut —1 et ses racines sont —1 — i et —1 + i. Ainsi, ’ensemble des solutions a
valeurs réelles de ’équation homogene est {x — e “(Acos(z) + psin(z)), (A, p) € Rz}. 1 existe donc (A, i) € R? tel que
Yo : x e “(Acos(z) + psin(z)).

Alors, yo(0) =0 = X et y5(0) = 1 = —\ + p. Ainsi, yo : © — e " sin(z).
24.5 d) L’équation caractéristique associée est r?2—2r+5 = 0. Le discriminant réduit du trindme vaut —4 et ses racines

sont 1 — 2i et 1 4 2i. Ainsi, ’ensemble des solutions de ’équation homogene est {1: — e’ (/\emz + ,uefQigE)7 (A ) € (C2}‘
1l existe donc (X, i) € C? tel que yo : @ — €” ()\eZiz + ,uefmw).

Alors, yo(0) =i= XA+ p et y5(0) = —i = (A + p) + (2iX — 2ip). Le systéme réduit s’écrit A+ = i et 4i\ = 2 — 2i. Ainsi,
-1+ i62iz + 1+ ie—Qiz
2 2 '

En utilisant les formules d’Euler, cette solution peut également s’écrire yo : x — ie”(cos(2z) — sin(2z)).

yO:xHez(
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Ficl 555 | . cd —bles

Réponses
25,0 8) ..o 110, +o00[ x [0, +oo] |
25,1 D) e {(z.y) € B2, y > 0\ {(0,0)}]
250 C) ettt
OF oy —omtuet 2L ) = 5y
2502 ) o ax(x,y)72x+yet 8y($’y)75y +x
of of
2 D) — = — - =(2x—-1 2xy —
25.2'b) oz (©Y) = 2y cos(2zy —y) et F(z,y) = (22 — 1) cos(2wy —y)
O (o) = OF (o ) = (a2, —
282 ) et D (z,y) = (2zy,2z) et By (z,y) = (2%, —2y)
oy — 2y
25.2 d) . 8?(3073/) RN CTEnE et 9y (z,y) = [ENCrEwnE
o or
25,3 8) ¢t 8—1(x7y) = —sin(z —y) et 3y (z,y) =sin(z —y)
ﬁ = TYY in(e®v) ey g ) = — 22 gin(e®V) oY
25.3 D). o (z,y) = cos(e®™) — zysin(e™) e™ et 9y (z,y) = —z“sin(e™) e
g = qyz¥! g — 2V
P15 78 28 ) I o (x,y) =yx¥"" et By (,y) =a2YInzx
27,2 2 3
y (y —=) 2%y .
25.3d)............ ?(m,y) = { @rer O (z,y) #(0,0) ?(%y) _ { @192 O (z,y) # (0,0)
0 sinon 4 0 sinon
2804 ) L sin(2t)
2641‘ +e—2f
25.4 D) ..o o
254 C) et e ’ —72 cos(4t) — 46 sin(4t) ‘
Nfop),  10ffutv v—u) 19f(ut+v v—u
25.5 )ttt 5 (u,v) = 59z \ 9 5 2 0y 5 "2
A(fop) _10f (u+v v—u 10f/u+v v—u
25.5 a) .................................... 81} (U,U) = 5% 2 5 2(; —+ %@ 2 20
fog), ,  __of o f |
25.5 D) i 5 (r,0) = cos@ax (rcosf,rsinf) + smﬁay (rcos@,rsinf)
fow) o o O o PCA
25.5 D) i 50 (r,0) = rbln@ax (rcosf,rsinf) + rcos@ay (rcos@,rsinf)
D5 T 2 (0,0)
258 D) e (0,3)
256 C) o (0,0 et (—1,-1). |
25.6 Q) e [(0.1) et (0.¢72). |

Réponses et corrigés



256 €) .. 1(0,0), (1,1) et (=1,-1). |

Corrigés

25.2 b) Calculons %(m, y). Soit y € R. La premiere application partielle fy : ¢ — sin(2ty — y) est dérivable sur R, et

fy it = 2ycos(2ty — y). On obtient %(w, y) = fy(x) = 2y cos(2zy — y) en évaluant en ¢ = z.
8f 2 Q- N . . . ty2
25.3 d) Calculons e On fixe a = (z,y) € R”. Sia # (0,0) alors la premiére application partielle en a est ¢ m
2 (42 2y _ 229 202 2
v (P +y?) —ty t’d,oﬂﬂ(a):y(y z7)
(2 + y2)2 O (22 + y2)2
a = (0,0). On calcule a la main le taux d’accroissement :

Sa dérivée est t — en évaluent en t = x. Reste a traiter le cas ou

z-02
V.TGR* f(x’o)_f(o’o) = «?+0? _OZEZO
’ z—0 T x3 '
Donc of (0,0) = lim w = 1lim 0 = 0.
ox z—0 z—0 z—0

25.4 a) On pourrait simplement dériver w : t — 4(sint)? + 3(cost)?, mais ce n’est pas 'idée du chapitre. La régle de

of du of A

la chaine donne : 32 (u(t), v(t))a () + a—y(u(t), v(t)) E(t) = 8sintcost + 6cost(—sint) = 2sintcost = sin(2t).
\ A o), ., of 91 of 92 i
25.5 a) La régle de la chaine donne 5 (u,v) = B (o(u,v)) 5 (u,v)+ 3y (¢(u,v)) D (u,v), avec les notations

w1(u,v) = Y ;_ Y et w2 (u,v) = 1}2—7u Remarque : c’est le changement de variables utilisé pour résoudre I’équation des
c

ondes. En physique, on note abusivement = = ¢ et y = 2.

25.6 a) Calculons les dérivées partielles : —=(z,y) = 2z + vy, 8—(:27 y) = x + 2y. La résolution est immédiate.
x
of of . .
25.6 b) a(ac,y) =2rx+y—3, a—y(x,y) = x + 2y — 6. On résout et on obtient z = 0,y = 3.
25.6 ¢) % = 62> + 6y, %(aﬁ,y) = 6z — 6y.

On résout et on obtient (0,0) et (—1,—1)

25.6 d) g = 2zy, ?(az,y) =22+ (lny)2 +2Iny.
€z Y

On résout et on obtient x = 0 et (lny)2 +2lny=0doty=1louy=e 2

O _ 4 _ay, 2 (o) = 4 —
25.6 e) B 4x° — 4y, By (z,y) = 4y — 4.

On résout et on obtient z° =y et y* = 2 d’ott & = 0 ou z® = 1 donc (0,0), (1,1)et(—1,—1).
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IFiche n° 26. Séries numeériques|

Réponses
26.1a).... 26.2Db)........ o2 _3 26.3d)............. 26.52). ...
1 11
26.1b).....eeennn 26.2¢)............ 26.4a)........... 5| 265 =
2
26.1¢)...... 26.3a).............
) 92 1 26.4b)........ e 1 26.5C). ...
. 26.3b)............ © . 93
. 26.5d).....
26.1d)....... 5% 5 ’6s 0 o 26.4¢).... ) c—1)
C)ovennn n

Corrigés
26.1 a) La série est géométrique de raison 2 ¢ ] [, donc elle diverge
e N
26.1 b) La série est géométrique de raison = € | [, donc elle converge. De plus, Z <§> = 1 =2.
k=0 T2
, 1
26.1 ¢) La série est géométrique de raison 7 ] — 1,1, donc elle converge. De plus, on a
f a1 vE 2
—~\V2 1-—2  V2-1 2-2
+oo
- P . 1 1\* 1
26.1 d) La série est géométrique de raison 3 €] —1,1], donc elle converge. De plus, Z (g) = 1 = —. Donc,
k=0 ]
oo 9 10
=1 1 1 3 1-(3) 3 1
ZT ZT_ 3k 2 1_1 §X3TO’
k=10 k=0 k=0 3
Autre solution : avec le changement d’indice j = k — 10, on a
1211 13 1
ng 23J+1023TOZ§:3T0X*1_; 230
k=10 =0 3
26.2 a) On reconnait la série exponentielle Z ol
k
to Jk too i 20 21
26.2 b) On reconnait la série exponentielle Z ok et on a Z = donc Z i 2 T e?—3
k=0 k=2
L (6)
26.2¢c) Ona o ol z' et on reconnait donc une série exponentielle
............................................................... nlnlll
26.3 a) Soit n € N* fixé. On remarque que ; 2 = Z(E m) =l- .5
26.3 b) Soit n € N* fixé. On remarque que

DR I S B (e
k3+3k2+2k: 2 k+1 k+2 T 2\n+2 n+1l 2) nstoo d’
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nt 1) (2.

26.3 ¢) Soit n > 2 fixé. On remarque que
Zm( > Zm( k " 1)> > @m(k) —In(k+ 1) = In(k — 1)) = In(2) — ln( ).
k=2 k=2
26.3 d) Soit n > 0 fixé. On remarque que pour tout k, i L L

o X — _ _
due que b G+l K (k+1)!
n
1 1
Donc, =1- — 1.
onckz_; E+1)! Zk' kz_; (k+1)! (n+ 1) nms+too
O L d la séri cométri d sell De pl
26.4 a) na 2% = 78 onc la série est géométrique de raison — € | — 1, 1] : elle converge. De plus,
i’f (1)’“ 14
i) 1173
pr 1-3 3
Done S~ L _N~1 1 1 _1
’ 22k 4k 40 41 127
k=2 k=0
26.4b) Ona e D — o7kl — e x Or la série géométrique de raison — € | — 1, 1] converge
e
400 +o00 +o0
1\* 1 e —(k-1) 1 e e
Deplus,Z(g) —1_1—7e_1,d0ncZe =e g*e—o—e(e_lfl)—e_l.
k=0 e k=1 k=0
ion - ; ke —(k=1) _ ~j o 1 e
Autre solution : le changement d’indice j = k — 1 donne ; Z Z =1 i~ o_Tl
26.4 ¢) La série diverge grossiérement
26.4 d) On reconnait une série géométrique dérivée, de raison = € | — 1, 1], donc convergente, dont la somme vaut
1
2 4
(1-3)
1,1 1
26.5a) Onak2 "= §kﬁ ; la série Zkzk T est une série géométrique dérivée, de raison = € | — 1,1], et est
k
=, 1 1
donc convergente. Sa somme est Z k2k T = m =4.
k=1 2
- . 1 PR
26.5 b) La série converge comme somme d’une série géométrique de raison 3 €] —1,1[ et d’une série géométrique
dérivée de méme raison, et
+oo +oo 400
1 k 1 1 1 1 9 3 11
D Gh+lgr =) mr+) o - Gttt et ey
k=1 k=1 k=0 3 3
2
26.5 ¢) On reconnait une série géométrique dérivée deux fois, de raison convergente, de somme 5 =16
1-3)
On a affaire & une série géométrique dérivée deux fois

. N
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IFiche n° 27. Algebre linéaire

Réponses
27.18) i (3,-1) 27.2d) . 27.41) (5 3)
4b)..o 11
27.1 b) ................ (_1’ 3) 27.2 e) ......................
272 10) . .o 1 1/-19 —43
27.1¢C)e ... (9/11,2/11) ) 274c¢)........ 2( 9 91 )
27.32) i
271d)......... —2,4/5,11
) 247515 9g8 by o 1 0 1
27.1€) ..., ~1,1/2,1/2 27.4d)........ 3 -1 1
) (L1/2,1/2) ] 278¢) i, 0 11
27.28) i 27.3d) i
-1 -1 1
27.2D) i 1 27.5a).........
) 27.4a). ... (; 15) ) (4 15 0)
27.2C) i N
Corrigés
27.1 a) Notons u = A(0,1) + p(—1,2). Alors, { 5 - 1 Ainsi, u = 3(0,1) — (—1,2)
u o=
27.1 b) Notons u = A(0,1) + u(—1,2). Alors, { ) T . Ainsi, u = —(—1,2) +3(0,1).
u =
27.1 ¢) Notons u = A(1,2) + p(12,13). Alors,
A+ 12p :3@ A+120 =3
A+ 13y =4 g =-2
9 2
Ainsi, u = ﬁ(l’ 2) + ﬁ(12, 13)
27.1d) On note u=X\(0,1,3) + u(4,5,6) +v(—1,0,1). Alors,
dp —v =1 A+bdp =2 A+5u 2
A+5u =2&4u—v =1 & -—v+4u =1
3AN+6p+v =1 —-Yu+v =-5 —5u —4
o 4 11
Ainsi, v = —2(0,1,3) + 5(4,5,6) + g(—l,O, 1).
27.1e) Notons u=A(1,0,1)+ u(1,1,1) + v(—1,—1,3). Alors,
Adp—v =-1 Atp—v =-1
w—v =0 &pu—v =0
A+p+3r =1 4v =2
- 1 1
Ainsi, u = —(1,0,1) + 5(1, 1,1) + 5(—1, —1,3).
27.2 a) Les colonnes de la matrice ne sont pas colinéaires.
27.2 b) Toutes les lignes sont proportionnelles & la premiére qui est non nulle.
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27.2 ¢) Toutes les lignes sont proportionnelles a la premiére qui est non nulle.

3 2 1
27.3 a) En effectuant les opérations élémentaires Lo < Lo + L1 et L3 < Lg + 2L1, on obtient <—1 -1 O).

3 2 1
En effecutant I'opération élémentaire L3 < L3 + 2L2, on obtient (—1 -1 0) .
0 0 0

Ainsi, Rg(A) = 2.

27.3 b) Sisinf =0, i.e. il existe n € Z tel que 6§ = nm, alors la matrice est égale a <(1) 0 ) et elle est de

o (="
rang 2.
Sinon, on effectue 'opération élémentaire Ly < sin(f#)L1 — cos(6) L2 pour obtenir la matrice (sin@ cgs 0) qui est de

rang 2 car sin(f) # 0.

1 2 1
27.3 ¢) En effectuant 'opération élémentaire L3 < L3z — L1, on obtient <0 2 4) .

1 2 1
En effectuant I'opération élémentaire L3 <— 2L3 + L2, on obtient (0 2 4) .
0 0 6

Ainsi, le rang de la matrice vaut 3.
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27.3d) En effectuant les opérations élémentaires Lo + Lo — 2Ly, L < L3 — 4L, et Ly + L4 — L1, on obtient
1 -1 2 3

0 3 -5 —4
0 6 -7 -—13
0 5 0 —2
1 2 -1 3
y e 1s . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire Cs <+ Cs, on obtient 0 -7 6 -13
0 O 5 -2
1 2 -1 3
e s . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire L3 <— 5L3 — 7L2, on obtient 0 0 9 _37

0 O 5 =2
Comme les deux derniéres lignes sont linéairement indépendantes, le rang de la matrice vaut 4.

1 3\ ' 1/-4 3
P= (2 4) - 2( 2 —1)'
Ainsi,P<_41> = (91;’2/2> et P<i(i> = (2i3/22>.D0nc f(1,2) = f%(1,2)+%(3,4) et £(3,4) = f§(1,2)+%(3,4).

Ainsi, Matg(f) = 1 <_19 _43>

27.5a) Comme f(0,1,3) = (4,—1) = —1(0,1) 4 4(1,0), £(4,5,6) = (15,—1) = —1(0,1) 4 15(1,0) et f(—1,0,1) =

(0,—1) = —(0,1) + 0(1,0), alors Mats 5/ (f) = <_41 151 _01)~
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28.1a)............ 28.1d) ...l 28.2b)..............
28.1D) it PX ) DR 28.2C) it

28.1¢C) ... 28.2a)............ 2,4,60ui|  28.2d)................

Corrigés

28.1 a) La matrice est diagonale : les valeurs propres se lisent sur la diagonale.
La matrice est diagonale.

28.1 ¢) La matrice est triangulaire : les valeurs propres se lisent sur la diagonale.

dimker(A — I4) = 1, dimker(A — 3I4) = 1 et dimker(A — 2I4) = 1 donc non diagonalisable.
28.1d) On calcule det(A — Al2) = (1 —A)(3—A) —8=(A—5)(A+1). Donc Sp(A) ={-1,5}
Il y a deux valeurs propres distinctes donc diagonalisable.

28.1¢) On calcule det(A — Al2) = (3 — A\)(—1—A) +4 = (A — 1)%. Donc Sp(A4) = {1}

Une seule valeur propre, si A est diagonalisable, elle est semblable a I donc égale a I absurde

28.2 b) On échelonne, on trouve 3 valeurs propres distinctes donc diagonalisable.

28.2 ¢) On échelonne, on trouve 5 et 7 comme valeurs propres. dim(ker(4 — 7I)) + dim(ker(A — 5I)) = 3 donc
diagonalisable.

28.2 d) On échelonne, on trouve 5 et 7 comme valeurs propres. dim(ker(A — I)) + dim(ker(A — 2I)) = 2 donc non
diagonalisable.
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