INTRODUCTION

Il s’agit de présenter les inégalités classiques que doit connaitre tout candi-
dat aux compétitions de Mathématiques de niveau national ou international.
Elles sont accompagnées d’exemples d’applications corrigés, et de divers exer-
cices d’entrainement tirés en général des différentes compétitions qui ont lieu
de par le monde, et regroupés par thémes. Attention, méme s’il y a souvent
plusieurs fagons possibles de prouver une inégalité, ce regroupement est une
aide importante dans la recherche de la solution...

Pour la plupart, ces inégalités n’apparaissent pas dans les programmes d’en-
seignement au Lycée. Le choix fait ici est de se placer en complément de
ces programmes. Nous nous limiterons donc a présenter des méthodes de ré-
solution d’inégalités qui sont spécifiquement algébriques. Et c’est pourquoi
nous faisons le choix de ne pas mentionner deux autres types d’approches
fondamentales :

- Utilisation de 'outil analytique (étude de fonctions, dérivées...)

- Le raisonnement par récurrence.

Et, si le bagage nécessaire est finalement assez limité, le sujet reste tout de
méme suffisamment vaste.

Il est évident que ce qui suit ne remplacera pas les livres de références sur le
sujet (par exemple [1],[2],[3]), mais j’espére que chacun y trouvera de l'intérét.

Pierre Bornsztein.
(Octobre 2001)






Chapitre 1

Facile mais toujours utile

I L’inégalité triangulaire

Théoréme 1
Pour tous points A, B,C de 'espace, on a : AB < AC + CB, avec égalité si
et seulement si C' € [AB].

Application 1
Soient a, b, c les longueurs des cotés d’un triangle.

Prouver que : bj—c+c—ilj—a+aj—b<2' (Autriche/Pologne)
Solution
1) On a:
a b c 2a 2b 2c
——t—— = + +
b+c c+a a+b (b+c)+(b+c) (c+a)+(c+a) (a+b)+(a+bd)
< 2a n 2b n 2c
a+(b+c) b+(c+a) c+(a+b)
_2(a+b+c)
 a+b+c
= 2.

Application 2
a) Prouver que, pour tous points O, A1, A, de 'espace, on a :

HO_A{ + oz < |oz, + o4, +H0Ai—0,4;

b) Prouver que, pour tous points O, A, Ay, A3, A4, de 'espace, on a :
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4 CHAPITRE 1. FACILE MAIS TOUJOURS UTILE

4
Z HO—A: < Z HO—AZ + O—AJ> . (D’aprés Concours général 1986)
i=1 1<i<j<4
Solution
a)On a :
1 1
x| =} (07 +0m) + L (07 - om) ‘
< % (HO—AHO—A; +HO—A1>—O—AZ>
De méme O—A; < % (HOA; + OA; + HOA; — OA; )

——

Et ainsi : HO—Al> OA,

|

< HO—AHO—AQ>

+H0—Ai—o—/12

Remarque. Cela signifie que, dans un parallélogramme, la somme des
longueurs de deux cotés consécutifs ne dépasse pas la somme des
longueurs des diagonales.

b) D’aprés a), il vient :

4 \
; HOA;

< HOAi + 04,

+ HOAi _ 04,

+ HOA§ +OA,

+ H()A§ _OZA,

ainsi que :

HOAi _ OA,

+ H0A§ _ 04,

< HOAi — 04y + OA, — 04,
+ HOAi _OA, - 04, + OA,

< HO_thO_AQH + HO_AQ+O_AZ
+ H()Ai + 04| + HOA§ +OA,

D4’01\1:
ZHO_AZ < Y HO_AHO—A; .
i=1 1<i<j<4

II Un carré est toujours positif'!

Cette évidence va nous servir a établir quelques résultats fort utiles.



II. UN CARRE EST TOUJOURS POSITIF!

Théoréme 2

- Pour tous réels a,b, on a :

a? +b? > 2ab et 4ab < (a +b)°

avec égalité(s) si et seulement si a = b.

1
- Pout tout réel z > 0, on a: x + — > 2, avec égalité si et seulement
x

sixz=1.

Application 3

Soient a, b deux réels non nuls.
6 CL4 a2 b6 b4 b2
Déterminer le minimum de % + o + o) + s + o -+ ol

Solution

On a:

a® a* a® ¥ b* b? a  bo a* b a2 b

—t ot ottt =t |+ |+ ]+ 5+
a a b ab

>242+2

avec égalité si et seulement si a = b.

Application 4
Prouver que pour tous réels z,y > 0 :

T Y 1 )
< —. (Russie 1995).
x4+y2+m2+y4\xy (Russi )

Solution
z Yy z Yy
+ < +
gt +y? x4yt 2¢/zty2  24/x2y’
z Yy

X

212y + 21y
1

On a:

Théoréme 3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Soient ay, ..., an, by, ..., b, des réels. Alors :
2 2 (12 2 2
(af + ... +a)) (b] + ... +b2) > (ar1by + ... + anbn)”,
avec égalité si et seulement si les vecteurs (ay, ..., a,) et (by, ..., b,) sont
colinéaires.

Preuve



6 CHAPITRE 1. FACILE MAIS TOUJOURS UTILE

n n n 2
On pose A = (Z af) (Z bf) et B = (Z aibi> .
i=1 i=1

i=1
n n
Alors A - B =Z azb? + Za?b?— Z aZb? — 2 Z a;a;b;b;
i=1 i#j i=1 1<i<j<n
= > (aib] +alb] — 20a;bid;)
1<i<jsn
= Y (abj—ab)’
1<i<jsn
> 0.

D’ou la conclusion.

Remarque.

Cette inégalité peut s’interpréter géométriquement. Plagons-nous dans

I’espace euclidien usuel.

Si W (a1, as,as) et 0 (by, by, bs) sont non nuls, alors I'inégalité de

Cauchy-Schwarz traduit simplement que :
12" 121 = 121 | 7)) cos® (@, ) = (@ - ©)°

)

avec égalité ssi W et @ sont colinéaires.
Application 5
Prouver que, pour tous z1,xs,...,z, >0, 0n a :

1 1 1 9
(wr+zo+.4z) | —+—+..+— ) =n"
I T9 Tn

Solution

D’aprés Cauchy-Schwarz :

2
1 1 1 “ 1
(z1 + 29 + +:c)(x1+$2+ +xn) (;Zl,/_z x)

= ’I’L2.

Application 6

Soient a, b, ¢, d, e des réels tels que
a+b+c+d+e=8eta’+b°+c*+d°+e’=16.
Quelle est la valeur maximale de e? (USA 1978)

Solution
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D’aprés Cauchy-Schwarz :
(a+b+ct+d)’ <A+14+1+1)(a®+0*+2+d%)
=4(®+ 0"+ +d°)

Doi : (8 —e)® < 4 (16 — €?)
c.a.d. e (be — 16) < 0.
6
Cad. 0<e< —.
* 5

a=b=c=d
24
atbtetd="

Y

16 .
La valeur = étant atteinte pour {
c.a.d. a=b=c=d=§.
5
PROBLEMES

1) Prouver que, pour tous réels z,y, on a :

2?2 +y? +1>2/y2 +1+yVa2 + 1. (Estonie 1996/1997)

2) Prouver que si a, b, ¢ sont les longueurs des cotés d’un triangle, on a :
(@a+b)(b+c)(c+a)=28(a+b—c)(b+c—a)(c+a—1b).

n

3) Soit n > 2 un entier, et ay, as, ..., a, des réels tels que Z a; = 0.

i=1
n n
Prouver que : Z |l ai —aj |> B Z| a; | -
i=1

1<j

4) Soient n > 1 un entier, ay, ag, ..., a, > 0, et s = a; + ay + ... + a,.
n

2 m s
Prouver que : Z S_Sw > nn—l’z i a.az > n(n—1), et que Z
(2

a; n
>

s—a;  n—1
(D’aprés Australie 1993)

5) Soient z,y,z > 0.
2 2
x z z z
Prouverque:—2+y—2+—2>_+y+__
Y PR y z oz

6) Soient a, b, ¢ les longueurs des cotés d’un triangle.
Prouver que : 3 (ab + bc +ca) < (a+b+¢)> < 4 (ab+ be + ca) .



8 CHAPITRE 1. FACILE MAIS TOUJOURS UTILE

7) Soient a, b, ¢ les longueurs des cotés d’'un triangle.

Prouver que : Va+b—c+vVb+c—a++Ve+a—b< \/E+\/5+\/E.
(Olympiade du Pacifique asiatique 1996)

8) Soient z,y, z dans R*.
P g 2y
y+z zZ+x Tty

Prouver que : > 0, et déterminer les cas d’égalité.

9) Soient a, b, c > 0 tels que abc = 1.
1 1 1
Prouver que : (a -1+ 5) (b -1+ —) (c -1+ —) < 1. (OIM 2000)
c a

n n

10) Soient ay, as, ..., a, > 0. On pose S; :Z a; et Sy :Z al.

7

Prouver que Z

11)a) Soient a,az, az > 0, tels que (aj + a3 + a§)2 > 2 (a] + a3+ a3) .
Prouver que a1, as, ag sont les longueurs des cotés d’un triangle.
b) Soient n > 3 un entier, et ai, as, ..., a, > 0, tels que :

(af+a§+...+ai)2>(n—1) (af+ a3+ ... +ay).

Prouver que, pour tous ¢, j, k deux a deux distincts, les nombres a;, a;, aj
sont les longueurs des cotés d’un triangle. (Chine 1987/1988)

12) Soient a, b, c,d > 0 tels que a* + b* = (c2 + d2)3.
3 d3

Prouver que : e + " > 1. (Singapour 2000)
a

1 1 1
13) Soient z,y, z > 1 tels que — + - —|— - =2
Y

Prouver que : x4+ y+ 2z > \/x—l-i—\/y— 14++vVz—1.
(proposé OIM 1992)

14) Soient z,y,z > 0, tels que zyz > zy + yz + 2x.
Prouver que : zyz > 3 (z +y + 2) . (Inde 2001)



Chapitre 2

Réordonnement

I L’inégalité du réordonnement

Cette inégalité est une évidence commerciale : On gagne plus d’argent lorsque
I’on vend cher la plus grande partie de nos produits, et peu & bon marché,
plutot que le contraire!

Théoréme 4

Soient a; < as < ... < a, et by < by < ... < b, deux suites croissantes de
réels.

Alors, parmi toutes les permutations o de {1,2,...,n}, la somme

Sy :Z a;bs(;) est maximale lorsque o = Id et minimale lorsque
i=1

o (i) = n — i pour tout i.
C’est-a-dire S, est maximale lorsque les suites sont rangées dans le méme
ordre, et minimal lorsqu’elles sont rangées dans ’ordre contraire.

Preuve

Comme il n’y a qu'un nombre fini (n!) de permutations possibles, il y en
a une pour laquelle S, est maximale (resp. minimale).

Soient i < j deux indices, o une permutation de {1,2,...,n} et supposons
que o (1) > o (j) . Alors by(j) < oy car (by) est croissante.

Soit ¢’ la permutation qui coincide partout avec o sauf pour 4, j oul

o' (j) =0 (i) et o' (i) = 0 (j) (on échange les valeurs en i et 7).

Alors : Sy — S, = (a; — a;) (b(,(z-) — bg(j)) )

- si a; < a; et by(j) < by, alors S,r > S,, ce qui assure que S, n’est pas

9



10 CHAPITRE 2. REORDONNEMENT

maximale.

- si a; = a; ou bg(j) = b,,(i), on a SU/ = SU.

Ainsi, remplacer o par ¢’ ne fait pas diminuer la somme.

Si o (1) # 1 alors, en utilisant ce résultat pour i = 1 et j tel que o (j) =1,
on se raméne 3 une permutation ¢’ telle que ¢’ (1) = 1, tout en ne faisant
pas diminuer la somme. On répéte alors cette opération pour i = 2,3, ..,

n — 1 jusqu’a atteindre Id, et avec des majorations successives des sommes
correspondantes. On en déduit que le maximum est atteint pour o = Id.
On raisonne de méme pour le minimum.

Remarque.
A des lourdeurs prés dans la démonstration, ce théoréme peut s’écrire de
n

fagon plus maniable sous la forme : La somme Z a;b; est maximale

i=1
lorsque les deux suites sont rangées dans le méme ordre (méme si ce n’est
pas toujours croissant, ou toujours décroissant), et minimal lorsqu’elles
sont rangées dans ’ordre contraire I'une de 'autre.

Application 1

sinz  cos®z

. . ™
Déterminer le minimum de f (3: = + — ) sur |0, —[.
CoS T sinx 2

Solution

1

cosz’ sinz
de méme sens. Donc, d’aprés I'inégalité du réordonnement :
2

T
Soit z €]0, 5[ Les suites (sin3 T, cos’ 33) et ( ) sont monotones

f(z) > sin® 1—— + cos® =sin?z + cos’z = 1.
sin

D’autre part, f (% = 1. Donc, le minimum cherché est 1.
Application 2

Prouver que, pour tous réels a,b,c > 0, on a :
a®+ 02+ > a?b+ b?c+ Fa > 3abe.

Solution

Par symétrie des roles, on peut supposer que a > b > c.
Alors a2 > b* > ? et ab > ac > be.

D’apreés 'inégalité du réordonnement (deux fois) :



II. I INEGALITE DE CHEBYSHEV

a® + b + & = a*a + bbb+ cPc

> a?b + bc+ cta

= (ab)a + (ac) c+ (bc) b
> abc + acb + bca

IT L’inégalité de Chebyshev

Théoréme 5
Soient a; < ag < ... < a, et by < by, < ... < b, deux suites croissantes de

réels.
al—i—ag—l—...—l—an b1+b2++bn a1b1—|—a262—|—...+anbn
Alors : . < .
T n
Si, par contre, by > by > ... > b, alors :
a, +ag + ... + a, ) b1+b2++bn S a1b1+a2b2+...+anbn

= .
n n n

n

Preuve

D’apres I'inégalité du réordonnement, si les suites sont rangées
dans le méme ordre, on a :

a161 + a/2b2 + ...+ anbn = a1b1 + agbg + ...+ anbn

Clel + a/2b2 + ...+ anbn 2 albg + O,ng + ...+ anbl

(I,lbl + CLQbQ =+ ...+ anbn 2 albn + CLle =+ ...+ anbn—l

en sommant, il vient :

n(a1by + aghy + ... + anby) = (a1 + ag + ... + a,) (by + bo + ... + by,)
d’ou le résultat.

On procéde de méme dans le cas ol les suites ne sont pas rangées
dans le méme ordre.

Application 3
Soient a, b, c > 0.
a n b n c >3
b+c c+a a+b” 2

Prouver que :

Solution
Premiere méthode.
Par symétrie des roles, on peut supposer que a > b > c.

11



12 CHAPITRE 2. REORDONNEMENT

1 1 1
Alors : < < )
a+b a+c b+c
D’aprés I'inégalité de Chebyshev, il vient alors :
a b

LIRS Ay P
b+c c+a a+b/3a ¢ b+c a+c a+b

1 1 1
: >
Or (b+c+a+c+a+b)((b+c)+(c+a)+(a+b)) 9

PR S B 9
c.a.d. > :
b+c a+c a+b” 2(a+b+c)
a b c 1 9 3
Et final t: > - b — =
natemen b+c+c+a+a+b 3(a-|— +C)2(a+b+c) 2

Deuziéme méthode.
Par symétrie des roles, on peut supposer que a > b > c.
1

Alors : 1 > 1 > }
b+c  a+c” a+b

D’apreés 'inégalité du réordonnement (deux fois) :
a b c a b c

=

+ + + +
b+¢c c¢c+a a+b” c+a a+b b+ec
a b c a b c

et + + + +
b+c c¢c+a a+b” a+b b+c a+c
en sommant, il vient :

5 a n b n c S a n c n b n a N c n b
b+c¢c c¢c+a a+b)  c+a a+c a+b a+b b+c b+c
a+c b+a c+b
= + +
_§+a a+b b+c

D’ou la conclusion.

Application 4

Soient a,b,c,d > 0, avec ab+ bc + cd + da = 1.

a® b c? d?

1
P : >-. (P 6
rouver que b+c+d+c—|—d—|—a+d—|—a—|—b+a+b+c 3 ( roposé
OIM 1990)
Solution
3 b3 3 d3
Posons S = a ¢

+ - -
b+c+d c+d+a d4+a+b a+b+c
etx=b+c+d,y=c+d+a,z=d+a+bt=a+b+c.

Par symétrie des roles, on peut supposer que a > b > ¢ > d.
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>

=

1
Alors : a" 20" > c" > d" pour n € N, et — >
z

IS
o~ | =

1
. . y

De plus, d’aprés I'inégalité du réordonnement :
a®+b*+c+d* > ab+bec+cd+da=1.
L’inégalité de Chebyshev conduit alors & :

1 1 1 1 1
Sz (a’+b*+ +d°) (—+—+—+—).

4 z Yy =z i
La méme inégalité donne aussi :

1
a3+b?’+c3+d3>Z(a2+b2+c2+d2) (a+b+c+d)
Or: a2+ ++d*>>1
et3(a+b+c+d)=c+y+z+t

1 1 1 1 1 16 1
DoncS)E(x-l—y-i—z-i—t)( + - —|— + >>
)

48 3'
PROBLEMES
1) Soient =1 > x9 > ... 2 Tp, et y1 = Yo > ... = Y, des réels.
On considére une permutation (zl, 29, ey 2 ) de (y1,Y2, -, Yn) -
Prouver que : Z (@ — <Z — 2z)”. (OIM 1975)

=1

2) Soit (ak),en une suite d’entiers naturels non nuls et deux a deux
distincts. Prouver que, pour tout n > 1 :

Z 2 /Z (OIM 1978)

k=1

3) Soient ay, as, ..., a, > 0.
2 2 2

Prouver que : ﬂ—l—@-i-...—i- n—l +a—” > a;+as+...+a,. (Chine 1984,/1985)
(45} as Qp, aq

4) Soient a,b,c > 0 et n € N*.
a™ N bn N " S an—1+bn—1 +cn—1
b+c c+a a+b” 2

Prouver que :

5) Soient 1, Ty, ..., z, > 0.
T1+T9+...+Tn

Prouver que : z7'z5%...25" > (2122...2y) n

6) Soient z,y,z > 0 tels que zyz = 1.
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£E3 y3 23

19 (+2) (U+2)0+2) (+00+y
posé OIM 1998)

Prouver que : . (Pro-

=W

>



Chapitre 3

Lissage vers la moyenne

L’idée fondamentale est que, lorsqu’une expression de la forme f (z1) +
f(x2) + ... + f (x) devient plus grande (resp. plus petite) lorsque deux des
variables sont rendues plus proches, tout en préservant les contraintes éven-
tuelles qui portent sur ’ensemble de ces variables, alors f (z1) + f (z2) + ... +
f (z,) atteint son maximum (resp. son minimum) quand z; = xs = ... = Z,.

Théoréme 6 (I.A.G.)
Soient 1,2, ..., 7, dans R**. On a :

(:1:1 + 2o+ ...+

n
2 T1T9...Tp,
n

avec égalité si et seulement si z1 = x5 = ... = x,,.

Preuve
Nous allons effectuer une suite d’opérations qui laissera le membre de

gauche invariant (la contrainte) et augmentera le membre de droite :
1+ 2To+ ...+,

On note a = la moyenne arithmétique de x1, zo, ..., Ty,.

n
Si tous les x; ne sont pas égaux alors, puisque minz; < a < maxz;, il
existe 4, j tels que z; < a < x;.
1 '

On remplace alors z; par z; = a, et z; par z; = z; + z; — a.
Cette opération laisse inchangé le membre de gauche (et donc la valeur
de a), tandis que le membre de droite augmente :

!l
En effet, on a 27 = a (v; + 7; — a) = zz; + (75 — a) (a — z;) > 275,
les autres termes restant les mémes.
Or, par cette opération, le nombre de x; égaux a a augmente d’une unité.

15



16 CHAPITRE 3. LISSAGE VERS LA MOYENNE

On ne pourra donc la répéter indéfiniment. Comme le seul “test d’arrét”
est d’avoir tous les x; égaux, et que dans ce cas I'inégalité est clairement
une égalité, on a notre résultat. Et dans tous les autres cas, 'inégalité
est stricte.

Remarques.

Ti + T .
' _"J Mais alors

a) On pourrait aussi choisir de remplacer z; et z; par

se poserait un probléme de convergence qui, méme s’il peut étre résolu

ici, conduirait & des complications inutiles. Néanmoins, cette
transformation reste trés intéressante pour réduire le nombre de variables.
b) Bien entendu, le méme principe peut étre utilisé avec d’autres moyennes.

Application 1
Prouver que, pour tous z,, x9,...,x, > 0, on a :

11 1 )
(T14+ 2o+ itz | —+—+ ...+ — ) =0
I T9 Tn

Solution

1 1
D’aprés IAG : Z Ti=n (H xl) et Z % >n (H %) = n%
i=1 i=1 " ! "

=1 =1

Ainsi : (i xz> (i %) > n?.
i=1 i=1 "

Application 2
Soient z,y, z € R™, avec zyz = 1.
Prouver 2° +4? + 2> + x +y + 2 > 2 (vy + yz + 2z) . (Moscou 2000)

Solution
Par symétrie, on peut supposer que x < y < 2.
Posons f (z,y,2) =2* +y* + 22 +2+y+2—2(zy + yz + 21).
On a:
f (@, y, 2)=f (2,/Y2,\/UZ) = Y’ +2°+y+2—2 (zy + yz + 22)—2\/yz+4z\/yZ
2 2
=(y-2"+(Vy—v2) —22(Vy— V2)
2 2
= (vi—v2)" (Vi+v2) +1-2)
= (\/y—\/E)Q(y—i—z—Q:z:-i—l—i-Q\/yz)
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Orx<y<zd0ncy+z—2x 0.

Et ainsi f (z,y,2) — f (x,/Y%, /yZ) = 0 avec égalité ssi y = z.
Posons a = z et b = \/yz. Alorsab>0etab2—1.

Eton a: f(a,b,b) = a> + a + 2b — 4ab

1 1 4

il 2% — —
b14+b2 + b
= (26° — 46° +b° + 1)
1

=7 (b- 1)% (20° + 4% + 2b + 1)

> 0 avec égalité ssi b = 1.
Donc f (z,y,2) = f (a,b,b) > 0, avec égalité ssiy = z,b = 1,zyz = 1,
cad.z=y=2=1

PROBLEMES

1) Soient a, b, c,d > 0 tels que abed = 1.

Prouver que : a® + b*> + ¢ + d> + ab + ac + ad + be + bd + ¢d > 10.
(Urss 1962)

2) Soient a,b,c > 0.
Prouver que : (a+b+¢)® > a® + b° + ¢ + 24abe.

3) Soient ay, ay, ..., a, € R™, avec Z ap = 1.
k=1
(n—1)"

Prouver que : H ak (1 —ax) < n2n

k=1

4) Soient deux réels a, b, avec a # 0.

1 b
Prouver que : a® +b0° + — 4+ — > V3. (Autriche 2000)
a®  a

1 n
5)PournEN*,onposeUn=(1-1——) etVn=< )

Prouver que la suite (U,,) est croissante, et que la suite (V},) décroissante.

6) Soient n > 3 un entier, et ay, ay, ..., a, € RT*.
ay (25} Ap—1 Qp, n
Prouver que : + + .+ + —. (URSS 1969)

as + as as + aq an + a1 ai; + as 4

7) Soient ay, ag, ..., a, > 0 tels que a;as...a, = 1.
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Prouver que : H (24 a;) = 3". (Chine 1989/1990)

i=1
8) Soient n > 1 un entier, 1, Ts, ..., T, dans R, et a1, as, ..., a, € RT.

n
On pose s :Z xy. Déterminer la plus grande constante C' (n) telle
k=1

n (e n 0
que : E k(Tk)ZC(n) (Hak> .
k=1 k=1

9) Comment doit-on répartir n boules dans k boites de fagon a minimiser
le nombre de paires de boules qui appartiennent & une méme boite 7

10) Soient z,y,z > 0 tels que z +y + z = 1.

1 1 1
Prouver que : (1 + —) (1 + —) (1 + —) > 64.
x Y z

11) Soient n > 2 un entier, et xq, Zs, ..., T, > 0 tels que z1xs...2,, = 1.
3 + )

3.3 6
—I—xixj+xj

Déterminer le minimum de Z 5 . (D’aprés Roumanie 1997)
0

1<i<j<n ®

12) Soient a,b,c,d > 0 telsque a +b+c+d = 1.
1 176
Prouver que : abc + bed + cda + dab < 7 + ﬁabcd. (Proposé OIM 93)
13) Soit P un polynéme de degré n > 1 a coefficients positifs,
et x1,x, ..., 2, dans RT*.

Prouver que : [P <@>]2 + [P (E)F + ...+ [P <ﬂ>]2 > n[P (1))
I T9 Tn
14) Soient a1, as, ..., a, € R™, avec a; +as + ... + a, = 1.

1 1 "1
- >n?(n—1 —.
=3 Giag...0p n(n—1)+ ; ay

Prouver que :
n

15) Soient A, B, C, D quatre points sur une sphére de rayon 1, tels que :
9

AB-AC-AD-BC-BD-CD = %

Prouver que le tétraedre ABCD est régulier. (Proposé OIM 1975)
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16) Soient ay, ag, ..., a, > 0 tels que a; + ag + ... + a, < 1.
a109...0,, (1 — ay — ag — ... — ay,)
< -
(¢ +as+..+a,)(1—a1)(1—ag)...(1—a,) ~ nrt!
posé OIM 1998)

Prouver que : Pro-
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Chapitre 4

Convexité

Le principe précédent se généralise dans le cas d’une fonction convexe.

Définition.
Une fonction f, définie sur un intervalle I de R, est dite convezre lorsque,
pour tout A € [0,1], et tous z,y € I, on a :

fQz+1-Ny) <Af(2)+ 0 —-A) f(y).

Remarques.

a) Cela signifie que le domaine F = {(z,y) € I x R/y > f ()} est convexe.
b) On dit que f est concave lorsque — f est convexe. Et tout ce qui suit
s’adapte sans difficultés du moment que I’on renverse les inégalités.

¢) On prouve alors que la fonction f est convexe sur [ si et seulement si
les pentes des cordes de C'y sont croissantes en fonction de leurs
extrémités.

Par suite, si f est dérivable sur I alors :

f est convexe si et seulement si f’ est croissante sur 1.

Et dans ce cas, Cf est au-dessus de toutes ses tangentes.

d) Il en découle que si f est deux fois dérivable sur [ :

La fonction f est convexe sur [ si et seulement si f” > 0 sur 1.

e) Une fonction strictement convexe continue admet son maximum en un
point non intérieur a I (en effet, si f atteint son maximum en a qui n’est
pas une borne de I alors, on peut trouver une corde d’extrémités
(a—e,f(a—¢)) et (a+e, f(a+e)) quin’est pas au-dessus de Cy).

Théoréme 7 (Inégalité de Jensen)

21
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Soient n > 1 un entier, et f une fonction convexe sur I'intervalle 1.

Alors, pour tous réels i, Ao, ..., A\, € R™ tels que Z A =1, et tous
k=1
T1,%9,...,L, € I, On a:

f (Z )\kxk) < S (@)
k=1 k=1

Et si f est strictement convexe, I'égalité ci-dessus n’a lieu que
pour Ty = Ty = ... = Ty,

Preuve
Pour n = 1 est évident. Le cas n = 2 est la définition de la convexité.

On raisonne ensuite par récurrence sur n, en remarquant que
n+1

Z ARy = (Z )\kfﬂk) + Ang1Tn1 = (1 = A1) ¥ + Anp1Zn
avec y —Z 7 —— 1y et Z 1 =1.

n+1
Remarque.
Le théoréme 6 n’est alors qu’une conséquence de la concavité de la
fonction In sur R™™.

n+1

Définition.
Soient n > 2 un entier, ay, ..., a, et A1, ..., A\,,des réels strictement positifs

avec Z A= 1.
i=1

On définit la fonction M sur R* par M (« (Z Aia; )

|

Le nombre M («) est la moyenne d’ordre o des nombres a; pondérée par
les A;.

Exemples.
1
Danslecasou A\ =...= )\, = —:
1 O i
M(1)=— Z a; est la moyenne arithmétique des a;.
L



n :
M (—1) = —— est la moyenne harmonique des a;.
2
i=1
n
. af
M (2) = \| =— est la moyenne quadratique des a;.

n
On montre de plus que la fonction M se prolonge par continuité en 0, et

H a; est la moyenne géométrique des aj.
i=1

Théoréme 8 (Inégalités et moyennes d’ordre «).

n

Soient ay, ..,a, > 0, non tous égaux, et Ay,..., A, > 0 avec Z A=1,
i=1

tous fixés. Alors :

la fonction M : (a — M («)) est strictement croissante sur R.
c.ad. :

Pour tous ay,..,a, >0, et a < B,ona: M (a) < M (5),
avec égalité ssi a; = as = ... = ay,.

Preuve a lire chez sos.
Si tous les a; sont égaux, il est clair qu’alors la fonction M est constante
sur R*. On suppose maintenant que les a; ne sont pas tous égaux.

2)Onaln(M (o) = é]n (Xn: Am?) — %O‘)

Et, puisque lima$ = 1 pour tout a; > 0, on a : lim f (o) = 0.
a—0 a—0

Ailn (a;) af
Par ailleurs, f' (o) = =

donc, comme ci-dessus :

Zn: )\z In (az) n n
iii)T(l)f’ ()= — — =Z Ailn(a;) =1In (H al’-\i> :
SN i=1 i=1

=1

a—0

D’aprés la régle de ’Hopital, on en déduit : lim In (M («)) = In (H a?”)

23
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n

13 _ A
Ou encore : ili)I(I)M( Q) —H a;t.

=1
n
Ainsi, en posant M (0 H a; % on prolonge M par continuité en 0.
i=1
Soit a > 1.

La fonctlon T +— ¢

est alors strlctement convexe sur RT.

Donc : Z Aiag > Z Aia; | (inégalité est stricte car les a; ne sont pas

tous egauX )

1
Dot : M (« (Z/\a) >Z)\Z~a,~:M1
i=1

Soient «, # dans R.
1 cas:si0 < a < f.

Soit t = b > 1. Pour tout i € {1' ;m}, on pose b; = a;'.
a

D’aprés a), on a : (Z A bt) >Z Aib;
C.a.d. (Z )\,CL?) ) >Z /\iaf‘
i=1 i=1

: 1 .
ou encore M () > M (a) car la fonction z — z= est strictement
croissante sur R™™.
2°¢ cas :sia < B3 < 0.

Soit t = % > 1. Pour tout i € {1' ..;n}, on pose b; = a’.
D’aprés a), on a : (Z A bt) >Z Aib;
C.a.d. (Z A,af‘) >Z Nia?

i=1 i=1

1
ou encore M () > M («) car la fonction z — x7 est strictement

décroissante sur R*.

Finalement, la fonction M est strictement croissante sur R™*, sur R™*, et
elle est continue en 0.



Par conséquent, elle est strictement croissante sur R.

Remarque.

Pour a > 0:

Il y a un nombre fini de a;. Par symétrie des roles, on peut supposer que
a; = max{ai; as;...; ap}.

1 - 1 = A
Alors : In (M () = o In (Z Aﬂ?) = aln (a‘f Z A (a—l) )
i=1

Dot : In (M (@) = In (a1) + éln (2:1: A ((‘2—1) )

1
. a; a; \*
Or, pour tout 2, on a 0 < — < 1. Donc : 0 < (—) <1
ay a;
n "y o n a: o n

Et il =) =M+ /\Z-(—’) <) N =1,
.. In ()\1) 1 - a; “
imsi : ) < L, (Z () )

On en déduit facilement que lirf In (M («)) =1n(ay)
a—r+00
C.a.d. liI_P M () = max{ai; as; ...; a, }.
a—r+00

- Pour aa < 0:
On suppose cette fois que a; = min{as; ag; ...; a, }.

id :In (M (o)) =1 ~1 rl—=) )
Comme ci-dessus, on a : In (M («)) = In (ay) + o (Z ( ) )

o

a; a;

avec — > 1 pour tout 3. Donc 0 < (—Z> <1
aq aq

Et on suit le raisonnement précédent pour conclure :

lim M (o) = min{as; as; ...; a, }.
a——00

Finalement :

lim M (o) = max{a;; as;...;a,} et lim M (o) = min{a;as;...; an}-
a—+00 o——00
Et comme, la fonction M est strictement croissante sur R, on a donc :

pour tout @ € R : min{as; as;...;a,} < M () < max{as;as;...;an}-

Conséquence

Pour \i =...= )\, =

1
-

25
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Dans ce cas :
min{a;;ag;...;an} < M (—1) < M (0) < M (1) < M (2) < max{a;; as;...;an}.
Ou encore :

1
n n n
. n 1
min{a;;..;a,} < — < (| [ az—) <= a
3 ai i=1 s
i=1 "

Avec égalité si et seulement si tous les a; sont égaux.

Application 1
Soient trois réels a, b, ¢ strictement positifs tels que a +b+c = 1.

1\? 1\? 1\*_ 1
Démontrer que (a+—-) +(b+-) +|c+ - 2@.
a b c 3

Solution
La fonction (:L' — 332) est convexe donc, d’aprés I'inégalité de Jensen,
on a :

1[((1,4—1)2—!- <b+1)2+ <C+1)2] > (LZH-C+1[1+1+1])2
3 a b c - 3 3'a b ¢
1 1)’

b c]>

2
) d’aprés TAG

WV
TN TN TN T

SHE
+
I
+
I

—

+
W =

+

WV
+

2
7> d’aprés IAG
+c

Wl Wl Wl W=
~—
=]
o
O
N—r
W=

—_
QO‘O
o
+
w
N——
N

) 1\? 1\? 1\?_ 100
doula+—-) +(b+-) +|c+—-| = —.
a b c 3

Application 2
Soient A, B, C les angles d’un triangle.
Prouver que :

N W

3v3
sin A +sin B +sinC < T\/_ et cosA+cosB +cosC <



Solution

La fonction sin est concave sur [0, 7] donc, d’aprés I'inégalité de Jensen :
A+ B

sin A +sin B + sin C' < 3sin %) = 381“% = ?7

avec égalité ssi le triangle est équilatéral.

La fonction cos n’est ni concave ni convexe sur [0, 7]. On ne peut donc
conclure ainsi dans le cas général. Cependant :
Par symétrie des roéles, on peut supposer que A > B > C.

T
-Si A< -
i 5 )
Puisque cos est concave sur [0, 5], on a:
A+B+C 3
cos A+ cos B +cosC < SCOS% = 3(;05% = 5

avec égalité ssi le triangle est équilatéral.
—SiA>g:alorsg>B>C.

. T
Et donc, puisque cos est concave sur [0, 5], on a:

B A A
cos B+ cosC < 2cos< ;C> = 2cos (g— 5) :2sin§.

Donc : cos A+ cos B +cosC < cosA+25in§

A A
= —2sin’ = 4 2sin = +1
sm2—|— sm2+

o (g (A _ LY L3
=— in[—|)—= —
2 2 2
<3
A 2 A
1
I'inégalité étant stricte car 5 E]g, %] et donc sin <§) # 3
Finalement : cos A 4+ cos B 4 cos C' < o avec égalité ssi le triangle est

équilatéral.

Application 3

(a + 2b + 3¢)?

Prouver que, pour tous a,b,c > 0: —————
aue @ +20 + 32

Solution

27
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D’apres I'inégalité entre les moyennes arithmétique et quadratique :
a+2b+3c _ \/a2—|—2b2—|—302 Yy (a +2b+ 3¢)°
6 ~

cad —— < 6.
’ a? + 2b% 4 3¢2

PROBLEMES
1) Déterminer la plus petite constante M telle que :

pour tous a,b > 0 : a3 + b3 SM(a—i-b)%

2) Soient z1, Ty, ..., T, € R™ tels que Z x; = 1.

- T n
Prouver que : >/ )
; V31— “Vn-1

3) Soient a,b > 0, et n E Z.
b
Prouver que : (1 + - ( ) > 2", (Autriche 2000)
a
P

4) Prouver que, pour tous réels )\ 8 et a,b,c>0,0na:
a b 3

+
Va2 + \bc \/1)2+)\ca \/02+/\ab V1+ A
5) Soient a, b, ¢ dans [0, 1].

WV

. (D’aprés OIM 2001)

a c
b—|—c—|—1+c+a—|—1+a—|—b—|—1

Prouver que : +(1-a)(1-0)(1—¢)<1.

(USA 1980)

6) Soit n > 1 un entier. Soient a,t € [1 +oof, et 3 € R*™.

Soient ay, as, ..., a, dans R™ tels que Z a; = 1.
i—1

t
Prouver que : Z (af + _ﬁ> >n <_a + nﬂ)
n

i=1 a;

avec égalité si et seulement si ¢y = a9 = ... = a, = —.
n

7) Soient 0 < p < a,b,c,d, e < q.

1 1 1 1
Prouverque:(a+b+c+d+e)< tytotgt ) 25+6(\/7 f)

(USA 1977).
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8) Pour n > 1 entier fixé, déterminer la plus petite valeur de la somme

x5 an
r1+ =4+ ..+ —
2 n
i 1 1
lorsque 1, xs, ..., x, sont des réels tels que — + — + ... + — = n.
Ty T2 Tn
(Pologne 1995)
1 1
9) Soient a,b > 0, et p,q > 1 tels que — + — = 1.
o B p q
Prouver que : — 4+ — > ab.
10) Soient z1,xg, ..., x, > 1.
1 1 1 n
Prouver que : >

S|=

-+ + ...+ =
z1+1  zo+1 Tn+1 7 1 4 (2129...2)
OIM 98)

11) Soient xl,xg,azg, x4 >0 tels que x1x2x3x4 =1.

Prouver que : Z x; max{z Zi, Z } (Tran 1998)

=1

12) Soient z,y,z > 0.
Prouver que : 8 (x +yP+z ) > 9 (2” +yz) (v* + 2z) (2> + zy) .

(Proposé

13) Soient n > 1, et x1, 9, ..., T, > 0 tels que 1 + 23 + ... + z, = 1.

X9 T S VT + /T2 + ...

+ /T

T
Prouver que : L +...+

VI—z1 VI—1, Vi—z, ~ Vn—1

14) Soient «, 3,y les angles d’un triangle, et n € N*.
Prouver que :

cot” (g) cot” <§> + cot” (g) cot” (%) + cot” (%) cot™ (%) > 3"t

15) Soit n > 2 un entier. Déterminer le minimum de

5 5 5
it x5 i

+ + ...+
To+x3+...+x8 T1+T34+..4+2, T1+To+ ...+ Tp_q

lorsque 1, g, ..., 2, > 0 tels que 2% + 22 + ... + 22 = 1. (Turquie 1997
1 2 n
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Chapitre 5

Inégalités symétriques ou
cycliques

I Les polynémes symétriques

Définition.
Soient aq, as, ..., a, des réels.
Les coefficients ¢y, co, ..., ¢, du polynéme

n

Pz)=(z+a)(z+ag)..(x+a,) =Z e "
k=0
sont appelés les fonctions symétriques élémentaires des a;.
Ainsi : ¢; est la somme des produits des a; choisis k& & la fois.
On a donc :
co=1

n
C1 :Z a;

1=0
Cy = Z a;a;

1<i<j<n
Cp = a102...0y.
L’intéret de ces fonctions est que 'on démontre que tout polynéme symé-

trique en ay, as, ..., a, peut s’exprimer (de fagon unique) comme un polynoéme
en Cq,C, ..., Cp.
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Parfois, il est plus commode de considérer les fonctions symétriques élémen-
taires moyennes définies par :

1 k!'(n —k)!

Pr=—F—~ Ck = ;
n n.
(+)

Théoréme 9 (Inégalités de Newton)
Soient a1, as, ..., ap11 > 0.
Pour tout k£ € {1,2,....,n— 1}, on a :

cg, pour k=1,2,...,n.

2
Pk—1Pk+1 S Pis
avec égalité si et seulement si a; = ay = ... = a,.

Preuve

Par récurrence sur n.
aq + Q9

- Pour n =2: On a pgps = a1as < d’aprés le chapitre 1.

- Soit n > 2 fixé. Supposons que le théoréme soit vrai pour tous
réels a},ay, ...,a,_; > 0.
Soient ay, as, ..., a, > 0. S’ils sont tous égaux, on a clairement 1’égalité.
Sinon, on peut supposer que aq, as, ..., a,_1 ne sont pas tous égaux.
On note ¢}, p; les valeurs correspondant aux a;, et on pose
d,=p ,=¢c =p =0.
Alors, pour i =0,1,...,n,ona: '
o ! o n—1, ¢ /
Ci = C; t GnC;_y, et donc Pi=——D; t Eanpi—l'
Par suite : n? (pk,lpkﬂ — pi) = A+ Ba, + C’ai, avec :
2 2 2
A= ((n=k) = 1) ph_1pjss — (0= k)" (p}) o o
B=(m-k+1)k+ 1)Pk—1pk+2(” —k—=1)(k — 1) py_oPpr1—2k (n — k) pj_1D}
C = (k* = 1) phopj — K (Phr) -
Or, d’aprés ’hypothése de récurrence, on a :
’ ’ IN\N2 ’ ’ 2
Pro1Pri1 < (01)7 5 Ph_oli < (Pho1)
/ / W, / 72 / / ’ ’
et Py_oPk_1PkPry1 < (pkﬂpk) donc pj_opy 14 < pkﬂpké
Par suite : A < — (p})?, B < 2p}_,p}, et C < — (p},_,)" .
. 2 2
Et ainsi n? (pk—lpk+1 — pz) < = (p)" + 2p)_1P)0n — (p;c_l) a?

- (p;c - p;c—lan)2
0.

N
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D’ou le résultat.

Remarque.
En fait, ces inégalités restent valables méme si ’on ne suppose plus que
les a; sont positifs.

Théoréme 10 (Inégalités de Mac Laurin)
Siaq,asg,...,a, > 0, alors on a :

S

pl (p2) / (pk:) / 2 (pn)% )

avec égalité si et seulement si a; = as = ... = a,.

Preuve
Si ay,ag,...,a, > 0, et d’aprés les inégalités de Newton, pour 1 < k£ < n,
on a :

k
pk pk+1 sz (Pop2) p1p3)2 (p2p4)3---(pk—1pk+1)

<H Py
k+1

D’ou p pk—|—1 X Pk y C. ad pk+1 < Py
Avec égalité si et seulement si il y a égalité dans les inégalités de Newton.

Application 1
Soient a,b,c,d > 0. On pose :
u = ab+ ac+ ad + bc + bd + cd et v = abc + abd + acd + bed.

u\3 V)2
Prouver que : (8) > (Z) . (Allemagne)

Solution
Avec les notations du chapitre, 1'inégalité désirée s’écrit : p3 > p3
1 1
ou encore (py)2 > (p3)?, qui est une des inégalités de Mac-Laurin.

Application 2
Soient a, b, c,d > 0.
Prouver que :

1+1+1+1+1+1 o
ab ac ad be bd cd)

Solution

31+1+1+12
8\a b ¢ d/)
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L’inégalité désirée est équivalente (multiplication par (abed)?) a :
abed (ed + bd + be + ad + ac + ab) < 2 (bed + acd + abd + abc)®
cd—i—bd—l—bc—l—ad—i—ac—l—ab) o <bcd+acd—|—abd+abc>2

6 4
c.a.d. pspy < p3, qui est une des inégalités de Newton.

ou encore : abed (

II Les inégalités homogénes

Il s’agit ici d’étudier les inégalités du type P (1, xa, ..., 2,) = 0, ou P est un
polynome homogéne symétrique.

Soit @ (z1,x2, ..., T,) un polynéme.

On notera ZQ (X1, T2y ooy Tp) = ZQ (mo(l),xg@),...,xa(n)), ol o décrit

sym.
I’ensemble de toutes les permutations de {1,2,...,n}. Il y a donc n! termes
dans cette somme.

Par exemple : Zx2 =227 4+ 2y + 222

sym.
Z:EQy = x2y + azy2 + 2%z + 2 + yQZ + z2y.
sym.
nyz = bzyz
sym.
Définition.

On dit que la suite a = (v, @, ..., a,) majore la suite § = (51, B2, ---, Bn)
lorsque :

Aoy 2 >..2oet 202206,

b)ar+as+ ..+ =i+ G+ ...+ B
c)ar+as+..+a, =01+ Po+ ... + .

Théoréme 11 (Domination - Inégalité de Muirhead).
Si « et 3 sont deux suites de réels positifs ou nuls, et que a majore f3,
alors pour tous réels z1, s, ..., T, strictement positifs, on a :

g Pt xy?.agt > E Pl P

sym. sym.
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avec égalité si et seulement si a = foux; =29 = ... = .

Idée de la démonstration.

Dans les conditions du théoréme, on s’appuie sur le lemme suivant [cf.1] :
Si @ majore (3 alors, & chaque permutation o de {1,2,...,n}, on peut
associer un réel k, > 0 tel que :

Zkg =1let Zkzr (acr(l): Qs(2), "'aaa'(n)) = (ﬂlaﬂ?a :571) .

I1 suffit alors d’utiliser 'TAG pondérée. On a :
Qg(1)  Qo(2)  Co(n) _ Qo (n(1), Ho(n(2))  Co(n(n)
g 2,7y Lz = E krx, Ty .
o,

g

Lhkroor)  Lhkro(n(n))

a
= E xf”(l)xg”@)...mg”(”).
a

Remarques.
Par exemple : ZmSyQZ > Zz4y222,ou aussi Zx3y2 > ZnyZZ...

sym. sym. sym. sym.

Application 3
Soient a, b, c,d > 0.
Prouver que :

g (a3 +0+cE+ d3) > advVbe + bd+/ac + cdvVab + bevad + abVed + acVbd.

Solution
L’inégalité désirée se réécrit : Za3 > Zab\/ cd (dans le membre

sym. sym.
de gauche a® apparait 6 fois, qui est le nombre permutations de (b, c,d),
alors qu’a droite abV cd apparait 4 fois, deux permutations de (a,b) et
deux permutations de (c,d) donnent ce terme).

11

En considérant ls suites d’exposants a = (3,0,0,0) et 3 = (1, 1, 3 5) , on
constate que o majore (3, et donc I'inégalité n’est qu’une conséquence
directe de I'inégalité de Muirhead.

Application 4




36 CHAPITRE 5. INEGALITES SYMETRIQUES OU CYCLIQUES

Soient a, b, c > 0.
1 1 1 1

p : < —. (USA
rouver que a3 + b3 + abC + b3 + 03 + abc + 03 -+ a3 -+ abc CLbC (
1997)

Solution

Premiére méthode.

On élimine les dénominateurs et on multiplie par 2. I’inégalité désirée
est alors équivalente a :

Z (a3 +0b+ abc) (b3 +3E+ abc) abc

sym.

< 2(a® +b° + abe) (b° + ¢ + abe) (¢ +a® + abe)
ou encore, en développant :
Z (a’bc+ 3a*b*c + 4a°b*c® + a’b°?)
sym.
< Z (a3b3c3 + 2a°%0® + 3a*btc + a’be + 2a5b202)
sym.
c.a.d. Z (2a6b3 — 2a5b202) > 0, qui est une conséquence directe de

sym.

'inégalité de Muirhead car (6,3, 0) majore (5,2,2).

Deuziéme méthode.
On a (a — b) (a® — b*) > 0 donc a® +b° > ab (a + b), avec égalité ssi a = b.
(On aurait pu aussi utiliser I'inégalité du réordonnement, en signalant

que les suites (az, b2) et (a,b) sont ordonnées dans le méme sens.

Et donc a® + b > ¢?b + b12a

Il en découle que :

1 c

< = .
ad+ b +abec ~ ab(a+b)+abc  abc(a+b+c)
1 a 1 b

< t < .
b +c3+abc  abe(a+b+c) B d tabe > abc(a+b+ c)
En sommant, il vient :
1 1 1 < c+b+a 1

a3+b3+abc+b3—|—c3+abc+c3—|—a3—|—abc\ abc(a+b+c) abc’
avec égalité ssia = b = c.

De méme :

Théoréme 12 (Inégalité de Schur)

Pour tout t € R, et a,b,c¢ > 0, on a:
a'a—b)(a—c)+b(b—c)(b—a)+c(c—a)(c—b) >0,
avec égalité si et seulement si a = b =c.




II. LES INEGALITES HOMOGENES

Preuve

L’inégalité est symétrique en a, b, ¢, donc :

-si t > 0, on peut toujours supposer que a > b > ¢ >0

- si t < 0, on peut toujours supposer que 0 < a < b < c.
Dans les deux cas, on a :
a'(a—b)(a—c)=b"(b—c)(a—1b)etc(c—a)(c—b)>0.
Le résultat en découle par somme.

Application 5
Soient a, b, ¢ > 0. Prouver que :
a® +b*+c® +3abc > ab(a+b) +be(b+c)+ca(c+a).

Solution

L’inégalité désirée est équivalente & :
ala=b)(a—c)+bb—c)(b—a)+c(c—a)(c—0b) = 0.
C’est I'inégalité de Schur dans les cas ¢t = 1.

L’égalité a lieu ssi a = b = c.

Remarque.

1 1
L’inégalité de Schur s’écrit donc : Z (—a3 —a’b+ —abc) > 0.

2 2
sym.
Application 6
Avec les notations ci-dessus, prouver que dans le cas n =3 :
3p} + ps > 4pips.

Solution
L’inégalité 3p 4 ps > 4ppy s'écrit :
3 <a+b+c>3+abc> A (a+b+c> (ab—i—bc—i—ca)

3 3 3
ou encore : (a+ b+ ¢)* + 9abc > 4 (a + b+ ¢) (ab + be + ca)
C.a.d. aprés développement :
ala—b)(a—c)+b(b—c)(b—a)+c(c—a)(c—0b) > 0.
C’est I'inégalité de Schur dans les cas t = 1.
L’égalité a lieu ssi a = b = c.

PROBLEMES

1) Soit f(z) = 2" + a12™ ' + ... + ap_1x + 1, un polynéme a coefficients
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réels et positifs ou nuls, avec n racines réelles.
Prouver que, pour tout z > 0, on a P(z) > (z + 1)". (Hongrie 1983)

2) Soient ay, as, ..., a, > 0, et Si la somme des produits des a; pris k£ a la
fois. Prouver que :

2
SkSn_k = ( Z ) a1as...a,. (Olympiade du Pacifique asiatique 1990).

3) Prouver que, pour tous réels a,b, ¢, on a :
(a® 4+ ab+b%) (b* + bc+ ) (¢ + ca + a?) > (ab+ be+ ca)®.
(Proposé OIM 1990)

4) Soient a,b,c > 0, avec abc = 1.
n 1 n 1 3
ad(b+c) bB(c+a) A (a+b) 2

Prouver que : (OIM 1995)

5) Soient a, b, c,d > 0.
a b c d 2

+ + + Z 3
b+2c+3d c+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c” 3
(Proposé OIM 1993)

Prouver que :

6) Soient a, b, ¢ > 0. Prouver que :
b+c c+a a+b 1 1+1 a’?+bc b +ca 02+ab>
c

t
¢ b+c + c+a + a+b

< 4z
a2+bc+62+ca+02+ab\ a+b
a+b+ec

7) Soient z,y,z > 0.

Prouver que : (zy + yz + zx) ( L + L + L ) > 9 (Iran
' (z+y)  (y+2)° (+2)°) "4
1996)

8) Soient a, b, c > 0.
(b+c—a)?’ (c+a—b)" (a+b—c) §
(b+c)+a® (c+a)+b? (a+b)2+02 5

Prouver que : (Japon 1997)

9) Soient a, b, c > 0, avec a+b+c—1 Prouver que :
ab+ b+ ca < @+ b + ¢ + 6abe < a? + B + ¢ < 2 (a®+b* 4 ¢°) + 3abe.



Chapitre 6
Les inégalités géométriques

Au chapitre 1, nous avons déja rencontré 'inégalité triangulaire et I'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz (dont on a signalé I'interprétation géométrique). On
donne ici deux autres inégalités célébres :

Théoréme 13 (Inégalité de Holder)

1 1
Soient p, g dans R* tels que = + — = 1.

p q
Soient aq, ..., a, et by, ..., b, des réels. Alors :

n n 1% n é

Soanie (D) (D)

i=1 i=1 i=1
avec égalité ssi les vecteurs @ (af,db, ...,a?) et v (b%,b%, ..., b%) sont
colinéaires et que les nombres a;b; sont soit tous positifs ou nuls, soit
tous négatifs ou nuls.
Preuve

n n %

Soient u = (Z| a; \p> et v = (Z| b; \q) .
D’apres 'exercice 9-chapitre 4, pour tout ¢, on a :
a; bl 1 /a;\? 1 bz P
— X — < — (_> + — _
v v o p\u qg \v
En sommant ces relations et en multipliant par uv, on obtient 'inégalité

de Holder.

Remarque.
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Si p = q = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 14 (Inégalité de Minkowski)
Soient p € [1;400|, et x1, ..., 2, et x1, ..., x, des réels.
Alors :

1 1
n ? n ? n P
(z\myz- \p> <(Zm |p) +(z\yi|p) |

avec égalité ssi les vecteurs o (ay,ay, ..., a,) et ¥ (by, b, ..., b,) sont
colinéaires de méme sens.

Preuve
1 1

Soit ¢ > 0 tel que — + — = 1. Alors (p — 1) g = p.
P q

Pour tout 4, on a : | z; +v; P=| z; +yi [P zi +v; |
Lz llmi+y P+ Ty | oo+ P
En sommant, il vient :

Z\ Ti + Yi \p<Z (| xi || i + yi |p71)+ Z (\ vi || i + i |p71)
(Z):rl, d’aprés l’inégalmlité de Holder, =

n n % n %
S (il mtw ) < (Z\ 2 |P) (D 7i + 3 \(P-”q)
i=1 =1 =1

n L ‘
- (i) (Dirur)
De méme : = = .
n n ) n q
S (1wl ) < (z| ” |,,> (z| ot |p)
=1

i=1 i=1
Et ainsi :

> lmi+y \p<[(2|$i |p>p+ (Z\ i |p)p] <Z|xi+yi V))q

n 1_% n % n %
Dou (z| 5+ \p) < (z| |P) s (z\ " |,,)
i—1 i—1 i—1
1 1 1
c.a.d. (Z (x; + yi)p> < <Z :EJ’) + (Z y#’) .
=1 i=1

=1

S
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Remarque.
On se place dans 'espace euclidien usuel. Si M (x1, 2, 23) et P (y1, Y2, ¥3) ,
1
n I3
on pose : d, (M, P) = Z| z; — yi [P
i=1

L’inégalité de Minkowski signifie que d, vérifie I'inégalité triangulaire :
d,(A,B) <d,(A,C)+d,(C,B), pour tous points A, B, C.
Ce qui permet de prouver que d, est une distance.

PROBLEMES
1) Soient z,y, z > 0.
Prouver que :

73 Y z

Z T + + <
ol (2 + 1)} (24 2)
1.

[P
Wi

2 2
3 3

Wik

i+ (2 +22)7 (y+ )t 28+ (22 4 22) (24 )

2) Soient a, b, c,d des réels. Déterminer le minimum de :
S=1/(a+12+2(b=2"+(c+3" +/(b+1)>+2(c—2)° + (d+3)°
e+ 1) +2(d =2 + (a+3) +/(d+1) +2(a— 2+ (b+3)"
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Chapitre 7

Des 1dées utiles

I Ou a lieu I’égalité ?

Trouver un cas d’égalité dans l'inégalité étudiée donne parfois une indication
sur le type d’inégalités de références a utiliser. La plupart des inégalités
présentées ici sont des égalités si et seulement si les variables sont égales.
Dong, si par exemple I’égalité a lieu aux extrémités de I'intervalle d’étude (et
a ce sujet, il peut étre judicieux de faire tendre une ou plusieurs variables
vers ces extrémités, méme dans le cas d’un intervalle ouvert, ou si I'inégalité
étudiée est une inégalité stricte), il parait peu probable que le résultat cherché
provienne de ces inégalités de références.

Par contre, il a déja été signalé qu’une fonction affine atteint ses bornes
aux extrémités de l'intervalle d’étude. Et, plus généralement, qu’une fonction
convexe (resp. concave) atteint son maximum (resp.minimum) aux bornes de
I'intervalle d’étude. Si cela n’est pas exploitable, il reste toujours possible de
procéder par récurrence (sur le nombre de variables), ou & une étude de
fonctions (dérivée, variations...).

IT Changement de variables

Il est toujours possible de procéder a un changement de variables pour :
- Simplifier I'expression étudiée.
Attention, il faut alors tenir compte de la contrainte éventuelle portant
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sur les variables de départ.
- Simplifier la contrainte.

Donnons deux exemples importants :

1) Si les variables sont les longueurs a, b, ¢ des cotés d’un triangle.

a+b>c
La triple contrainte ¢ b+ c > a peut étre neutralisée par le changement
c+a>b
r+z
a =
r=a+b—c . %
de variables ¢ y=b4+c—a cad. { b= Y
z=cta—b y%z
CcC =

Notons qu’alors z, 3, z sont seulement supposés strictement positifs.

1) Si la contrainte est a + b+ ¢ = abe, avec a, b, ¢ > 0.

a=tan«
C’est, souvent la porte ouverte au changement de variables : b=tanp
c=tanvy

Notons qu’alors «, 3, peuvent étre considérés comme les angles d’un
triangle aigu, c.a.d. a, 3,y €]0, g[ et a+ f[B+v=m.

IIT Briser ou créer une symétrie

- Si 'expression est symétrique, on peut ordonner les variables. Cela
donne des possibiltés supplémentaires dans la gestion des calculs, ou
permet, par exemple, d’envisager 'utilisation de 'inégalité du
réordonnement ou de l'inégalité de Chebyshev

- Si I'expression est cyclique, ordonner les variables n’est plus possible.
Par contre, on peut toujours choisir celle des variables qui sera la plus
petite de toutes (ou la plus grande, mais probablement pas imposer les
deux a la fois).

- Si I’expression est homogéne, on peut toujours normaliser le probléme

n n
en imposant une contrainte du type Z z; =1 ou H x; = 1. Dans le

=1 =1
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premier cas, on se met alors en situation d’utiliser les inégalités type
Jensen.

Notons qu’inversement, on peut parfois rendre une inégalité homogéne en
utilisant la contrainte de fagon judicieuse. Ce qui prépare a une utilisation
de I'inégalité de Muirhead.

Exemple
Soient z,y,z > 1.
2 2 2
PI‘OUVGI‘ que : :L,z —|—2yzyy —|—2zzZz +2zy 2 (xyz)zy-f-yz-}-z—f—zz )

(Proposé USA 1999)

Solution
L’inégalité proposée est équivalente a :
(£E2 + 2yz) Inx + (y2 + 223:) Iny + (22 + 21‘y) In z

> (zy+yz+2z+z2z)(Inz 4+ Iny + In 2)
c.a.d.
(z—y)(z—2)lnz+(y—2)(y—2)Iny+(z—2z)(z —y)Ilnz > 0.
Notons que Inz,Iny,Inz > 0 car z,y,z > 1.
La derniére inégalité étant symétrique, on peut supposer que = > y > z.
Alors (z — z) (2 — y) Inz > 0. De plus, puisque la fonction In est croissante
sur R"™* ona (z—y)(z—2)Inz > (y — 2) (x — y) Iny, car chaque facteur
est positif ou nul, et que chaque facteur du membre de gauche est majoré
par un facteur différent dans le membre de droite.
L’inégalité désirée découle directement de ces deux inégalités.

IV - Majorer (resp. minorer) chaque terme de fagon symétrique.
Si 'un des membres d’une inégalité symétrique une somme de termes
symétriques en les variables, on peut tenter de travailler sur chacun de
ces termes individuellement.

Exemple
Soient a, b, c > 0, avec abc = 1.

ab bc ca .
Prouver que : F LU T ab + ¥ o he + P - < 1. (Proposé OIM
1996)
Solution
On a:

a®+b° = (a+0b) (a* — a®b+ a®b® — ab® + b*)
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= (a+b)[(a—0b) (¢’ —b*) + a’b”]
> (a+b)a’®, car (a—b) (¢’ — b°) > 0.
ab < ab 1 1

D : < = = =
O B+ ab (a+b)a?b?>+ab ab(a+b)+1 abla+b+c)
c
a+b+c
On procéde de méme pour les autres termes. Alors :
ab be ca c a b

+ + < + +
ad+b+ab b+ S+ be c5+ai+ca\a+b+c a+b+c a+b+c

Et I’égalité a lieu ssi a = b = c.

IV  Manipuler avec adresse

Ne jamais oublier que certaines inégalités ne nécessitent aucune
connaissances particuliéres, et peuvent s’obtenir par des manipulations
algébriques directes.

Exemple

Soient a, b, c les longueurs d’un triangle.

Prouver que : a®b (a — b) + b*c (b — ¢) + c®a (c — a) , et déterminer les cas
d’égalitée. (OIM 1983)

Solution

Soit f (a,b,c) = a*b(a —b) +b*c(b—c) + fa(c—a).

On vérifie facilement que f est invariante par permutation cyclique de
(a,b,c). On peut donc supposer que a = max (a, b, c) .

Mais alors f (a,b,¢) =a(b—c)’ (b+c—a)+b(a—b) (a—c)(a+b—c) > 0.
D’ou la conclusion, avec égalité ssi a = b = c.

PROBLEMES
1)a) Soient x1, s, ...z, des réels appartenant a {—1;0;1}.
Quel est le minimum de Z x;ix;?

1<i<j<n
b) Reprendre le probléme avec z; € [—1; 1], pour tout i.

2) Prouver que si a, b, c > 0 alors
abc > (a+b—c)(b+c—a)(c+a—0).
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3) Soient a, b, c > 0 tels que a + b + ¢ = abe.
1

1 1 3
Prouver que : + + < =. (Corée 1998
a Vita? Vi+e2 i+ 2 ( )
n+1 1
4) Soient 1, xa, ...xp11 > 0 tels que ZZZI 5z =1
n+1

Prouver que : H x; > n"tL.

=1

5) Soient a, b, c > 0 tels que a + b + ¢ = abe.
Prouver que : max (a, b, c) > /3.

6) Soit n > 2 un entier.
a) Déterminer la plus petite constante C' telle que, pour tous réels
T1,To,...,Tp = 0, on ait :

n 4
=1

1<i<jsn

b) Pour cette constante C, déterminer les cas d’égalité. (OIM 1999)

7) Soient a,b, ¢ > 0 tels que abc = 1.

1 1 1

Prouver que : (a -1+ 5) (b -1+ —> (c— 1+ —) < 1. (OIM 2000)
c a

8) Soient a, b, c > 0.

Prouver que, pour tout réels A > 3, on a :

a c
+ + < 2. (D’aprés OIM 2001
Va2 + 2 bec VB2 4+ dea e+ dab (Dap )
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Chapitre 8

Solutions

Chapitre 1
1) On a:

2 2
O<<x—\/y2+1> +(y—\/x2—|—1)
dot 22+ + 1> av/y2+1+yVa2 + 1.

— Ja2
o y-t1 , et donc z° +y* = 2% +y° + 2,
y=vVz?+1
cette impossibilité assure I'inégalité stricte.

L’égalité n’ayant lieu que si

2) On a: (a+b) (b+c) (c+ a) > 8VabVbey/ca = 8abe

De plus : a > \/az—(b—c)2=\/a+b—cx/a—b+c
Demémeb>vVb+a—cvb+c—aete=Ve+a—bVe+b—a
Ainsi : abe = (a+b—c¢)(b+c—a)(c+a—10)

D’ou le résultat.

3) Pour i fixé :
nla =l (= D= (-a0) 1= Y @ - a) <Y |- a,

i£] i£]
En sommant sur i, il vient :

n
n E | a; |<2 g | a; — a; |, d’ou la conclusion.
i=1 i<j
Notons que pour a; = a3 = ... = a, 1 =z et a, — (n — 1) z, on a 'égalité,

. n N ,
ce qui assure que 5 ne peut étre remplacé par une valeur plus grande.
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4) D’aprés C.S., on a : (Z s ) (Z 5 ai) > n?.
s —a; s

=1 i=1

n 2

n n n
s — q; 1 s n
Or : L = 1—= a; =n—1, d'ou > )

=1

n

n
s — a; s
D’autre part : L= —n+ -
S DL

=1 i=1

n n n
. S a; a;
Or, comme ci-dessus : ( E —) ( E —) > n? avec E —=1.
a; s L g

i=1 =1

n

Ainsi : E S >-n+n’=nn-1).
. a;
=1

V
N
]

£
N—
N

o,

)

=

o
N
(]

£
N—

V
3| %

5) L’inégalité proposée est équivalente a :

2 9 2
(f - Q) + (g - E) + (E — f) > 0, qui est triviale.
y oz z x Ty

Notons que 'égalité a lieu ssi x =y = 2.

6) L’inégalité de gauche est équivalente a :
(a+b+c)”—3(ab+bc+ca) >0

cad. %[(a 24 (b= +(c—a)?] 2 0.

D’ou le résultat, avec égalité ssi a = b = c.
Notons que la conclusion reste vraie pour a, b, c > 0 quelconques.

Comme a, b, c sont les longueurs des cotés d’un triangle, on a :
la—bl|<c¢|b—cl<a,et|c—a|<b.

Alors :

4(ab+bc+ca)—(a+b+c)’ =c—(a—b)’+a®—(b—c)’+b*—(c—a)’ > 0.



7)Onposex=a+b—cy=b+c—a,z=c+a—"b.

Alorsx,y,z>Oeta:x—;Z,b:y;x,c:'z';y_

Notons que : 2 (z +y) >z +y +2/zy = (VT + \/§)2, avec égalité
ssi & = y.

Ainsi :

Va+b—c+vVbtc—a=Va+y<V2y/z+y=2Vb
De méme : Vb+c—a+Ve+a—b<2ve

et Ve+a—b++Va+b—c<2Va

En sommant, on obtient 1'inégalité désirée.

L’égalité ayant lieussiz =y =2, c.ad.a=b=rc.

8) Posons a =z +y,b=y+z,¢c= 2+ x.
Alors a,b,c¢ > 0. Et on a :

x? — 22 222 22—y (a—0b b— —a)b
LV 2oy _a-he (-9a (c-a)
y+2z z+z T4y b c a
ac ba bc
=—+—+——a—-b-c
c
1 b b? + 2
Or:§ %+?a =a 2_|b_cc > a avec égalité ssi b = c.
) 1 fac bc 1 /ba bc
Deméme: - [ —+ — ) >cet=| —+— ) >0
2\ b a 2\ c a
b b
Ensommant,onobtient%—!——a—l-—c—a—b—c;O.
c a

Ce qui assure la conclusion.
Notons que I'égalité a lieussia =b=c, c.ad. xr =y = 2.

9) supposons tout d’abord que chaque facteur du membre de gauche soit

positif ou nul.

1 1 1 1
Onab—l+z—b(1—5+&)—b<1+a—g)

, 1 1 ) 1\? )
Par suite : a—l—i-g b—1+-])=bla" — 1—5 < ba”.
c

En procédant de méme pour les autres facteurs, il vient :

1 1 1 1
(b—l-{——) (c—1+—) < cb? et (c—l—i——) (a—l—i——) < ac?.
c a a b

Dot [(a—l—i—%) (b—l—i—%) (c—l—}—%)]zg(abc)Q:l.
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et on a l'inégalité désirée.

1
Si, par exemple, a — 1 + A <0Oalorsa<1letb>1.

Dans ces conditions, on a alors:b—14+—->0etc—1+ — > 0.

c a
Ainsi, un seul des facteurs est négatif, et on a alors clairement la
conclusion.

1
10) D’aprés C.S., pour tout 4, on a : Sy — a7 > 7 (Sy — a;)’
n —
Sy —a? 1
Par suite : ~2— i > (S1 — a;)

1—a;  n-—1
n

- Sg — a% 1 .
et donc Z 5 > Z (S1 —ag) = 54
k=1

—a n—1
1 k 1

11)a) Par symétrie des roles, on peut supposer que a; < ay < ag.

Il suffit alors de prouver que a; + ay > as.

Or: (a% + a3 + a§)2 > 2 (cfl1 + a3+ ag) est équivalente a :

(CLl + ag + (l3) (a1 “+ as — CL3) (612 +as — al) ((13 + a1 — CLQ) > 0.

Puisque trois des facteurs sont clairement positifs, il en est du méme du
quatriéme. D’ou la conclusion.

b) Premiére méthode.

Le cas n = 3 a été prouvé au a). On suppose donc que n > 4.

Par symétrie des roles, il suffit alors de prouver que aq, as, asz sont les
longueurs des cotés d’un triangle.

Or, d’apreés I’énocé et C.S. :

(n—1)(ai+ a3+ ... +a,) < (a] +a} + ... +ai)2

2
2 2 2 2 2 2 n
_[aei+ay+az  ay+a;+ a3 4
—( 7 + 9 +§ak

2 2 2\2 2 2 212

Dot 2 (aj + a3+ a3) < (af + a3 + a§)2 , et le a) permet de conclure.

<(n-1)

Deuziéeme méthode.
Par récurrence sur n. Le cas n = 3 a été prouvé au a).
Soit n > 3 fixé, pour lequel on suppos la propriété vraie.
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n+1 n+1 2
Soient ay, as, ..., a1 > 0 tels que : n Z a; < Z a | .
k=1

k=1

2
n n n
Cad. (n—1)ap,, —2a2,, Z az +n Z ay — (Z ai) < 0.
k=1 k=1 k=1
Con31derant cette inégalité comme une inéquation du second degré en

a, +1, de coefficient dominant strictement positif, il faut donc que le
discriminant soit strictement positif.

n n 2
—4(Zak> 4(n—1) nZaﬁ—(Zai)
k=1 k=1
2 n
Ainsi A > 0 implique (Z ai) > (n—1) Z aj.

k=1
L’hypothése de récurrence assure alors que, pour 1<i<j<k<n,les

nombres a;, a;, a; sont les longueurs des cotés d’un triangle. Par symétrie
des roles, cela est aussi vrai pour 1 <:<j<k<<n+1.
Ce qui assure la conclusion.

12) Soit E = {(a,b,c,d) € R*™* /a® + b* = (* + d2)3} et f la fonction
3 3

définie sur F par f (a,b,¢c,d) = 4 % - 1.
a

Il est facile de voir que, pour tout A € R™* :

(a,b,c,d) € E et f(a,b,c,d) > 0 si et seulement si (/\3a, A3b, e, )\d) eFE
et f ()\3a, 3D, Ac, )\d) > 0.

Sans perte de généralité, on peut donc supposer que (a,b,c,d) € E

et o> +b* = 1. Alors : ¢ -|5d2 =31.

D’aprés C.S., il vient : (% + %) (ac+bd) > (¢ + d2)2 =

a2+02+b2+d2 1
2 2

Or :ac+ bd <

Et"03+d3> 1 >1
alns1 . — e
a b~ ac+bd”

(a®+ 0>+ +d?) =

13) D’apres C.S., il vient :
-1
\/w—l-l-\/y—l-l-\/z—l<\/fv+y+z\/x$ 4+

r—1 y—1 =z-1 1 1 1
Or: + + =3-(—-+-+—-)=1.
x Y z T Yy =z

-1 z-1
+
Y 2
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D’ou la conclusion.
r—1 y—1 2z-1 1 1 1

L'égalité a lieussi ——==——=——et —+—+ - =2
z Y z Ty =z
Adz=y=2z=—.
cad r=y=z=g
1 1 1
14) Posons a = —, b= —,c = —.
x Y z
i . 11 1
La contrainte xyz > xy + yz + zzx, s’écrit aussi — + — + — < 1.
T Yy =z

Elle conduit donc & a +b+c¢ < 1.

D’autre part zyz > 3 (x + y + 2) est équivalente a :

ab + bc+ ca < 1.
Or:1>(a+b+c¢)°=a>+b>+c+2(ab+ bc + ca)

Et, d’aprés C.S., on a : ab+ bc + ca < Va2 + b2 + 2Vb? + ¢ + a2
c.a.d. a®> + %+ ¢ > ab + be + ca.

Ainsi : 1 > 3 (ab+ bc + ca), d’ou la conclusion.

Chapitre 2

1) L’inégalité souhaitée est équivalente a : Z ;% <Z Z;Y;, qui découle
i=1 i=1
directement de 1’inégalité du réordonnement.

2) Soit n > 1.

n
T TSI , G . .
D’apres I'inégalité du réordonnement, on a E =) minimale lorsque

k=1
a1 <y £ ... < ay.

Or, dans ces conditions, puisque les nombres a1, as, ..., a, sont des entiers
strictement positifs deux a deux distincts, on a facilement a; > 7 pour

tout 7. Et alors Z k_]; ZZ A
k=1 k=1

3) Posons a,41 = a.
Premiére méthode.

L’inégalité du réordonnement conduit directement a :
n

2 n 2 n
U/,L aZ PRES 3
E > E — = E a;, d’oul la conclusion.
a;
=1

a.
i=1 il i=1

Deuzieme méthode.
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D’aprés C.S. :
2 2
) (S ) < (5) (52
il = it1 < i
i=1 i=1 ' di+1 i=1 o1 it

n 2 n

et donc Z aaz BZ a;
=1

]

Troisiéme méthode.

2
a.
D’aprés LA.G., pour tout i € {1, won} i —— +a;1 = 20
Q41
En sommant, il vient : g + g Qiy1 = 2 E a;.
= alH_l i= 1 =1

Et commeE Qi1 = E a;, on a : E

=1

az—l—l

4) Par symétrie des roles, on peut supposer que a

VoWV

Alors @™ > 0" > " pour n € N*, et

>
b+¢” c+a” a
D’apres 'inégalité du réordonnement, on a :
a™ b c" am b c”
>
b+c+c+a+a+b/a+b+b+c+c+a
a™ b c" a” b" c"
t .
b+c+c+a+a+b/c+a+a+b+b+c
En sommant, il vient :
a™ b" c" 1 /a™+b" b+c" c+a"
+ + Z =
b+c c¢c+a a+b a+b b+c c+a
De plus, d’aprés I'inégalité de Chebyshev :
(@ ) (0 D), don T
a —(a a ol
~ 9 ’ a+b
n n n
" + ¢ >1(b"_1+c"_1) etc +

b+ec ~ 2
a™ b" c" a™

b+c+c+a+a+b/ 2

De méme :

et ainsi, en sommant :

5) Par symétrie des roles, on peut supposer que la suite (z;) est croissante.
Alors la suite (Inz;) 'est également. L’inégalité de Chebyshev conduit & :

XH: r;lnz; > % (z": a:z> (i lnxi)
i=1 i=1 i=1
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%

n
n n 711('21%)
< T; 1=
c.a.d.Hx’}”xi .

6) Par symétrie des roles, on peut supposer que z < y < 2.

Alors

< < .
Q+y)(1+2)  (1+2)(1+2)  (Q+z)(1+y)
D”apreés 'inégalité de Chebyshev, on a alors :
3 y3 23 o34y + 23 1

(1—|—y)1(1+z)+(1+z) (11+3:)+(1+3:) it9> 35 spaza’
]

x3+y3+z3x 3+x+y+z
3 (1+y)(1+2) (1+2)

I+20+2 (+20+9)

Posons w =a

Alors, d’aprés les inégalités entre moyennes :

3., .31 .3 )
%2&3,3(1::3—}-1;—1—223(:5!1/,2)3=3,et
1+2)+(1+y)+(1+
L49)(1+2) (1+2) < (LY (3y) U+2)s (14 0%
Ainsi:3 s s
T n Y 4 z > o 6 .
A+y)(1+z) (A+z)(1+2) (A+2)(1+y) (1+a)
6a® 3
Il suffit donc de prouver que a 3 = .
(1+a) 4

) 6a® 1 \°
Or, puisque a > 1 et comme ———= =6|1———| , avec
(14 a) 1+a

1 \?
f: (a — 6 <1 1z ) ) strictement croisante sur R,
a

onaf(a)=2f(1)= 1 e qui assure la conclusion.
Chapitre 3
1) D’aprés IAG, on a directement :

1

a’ +b° 4+ +d* + ab+ ac + ad + bc + bd + cd > 10 (a*b’c*d’abacadbebded) *°
= 10 (a®°Pd®)
= 10,



avec égalité ssia=b=c=d=1.

2) On a

(a+b+c) =a®+ 6+ +6abc+ 3 (a®b + a’c + b’a + b’c + c®a + ¢*b)
1
> a®+b° + ¢ + 6abc + 3 x 6 (a°6°c®)® (d’aprés TAG)

=a® + b + S + 24abe.

3) D’apres TAG, on a directement :

Ha (1 —ag) Haka(l—ak)

k=1 k=1 k=1 n
1 & 1 &
(13a) (xa-m)
( kf)ln k=1
n —
< n2n
4) On a :
1 b 1\? 3
2 b2 - — =15 i v
a® + +a2+a +2a -|-a-|-4a2
1
>a? + 12 avec égalité ssi b = ~%g

3
> 2\/2 d’aprés TAG
1

1 b 3
Dot a® + b + o) + ’ > /3, avec égalité ssi a* = 1 et b=——.

2a
5) D’aprés TAG, pour n > 2 :

1
1\ (=1 (1+;5)+1 1
((1+ ) ) <! )1+ ) =1+-=
n—1 n n

dou U, ; < U,
D’autre part :

(- sty
n n+1 Cn+1

n—1\" n \""! 1 1
d’ov < Aad. < —
ot ( n ) (TL"‘ ]‘) ’ ea anl Vn,

et donc V,, < V,,_1.

a3 a2 Ap—1

Qn

6) On pose f (a1, a9, ...,a,) = +
) P f(l 2 ) A +a3 a3+ ay a, + a1

aq +CLQ
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Les indices sont considérés modulo n.

Comme il n’y a qu’un nombre fini de termes, on peut toujours supposer
que a; = max (a1, ag, ..., ay,) .

On pose alors 71 = 1.

Soit iy I'indice du plus grand des deux nombres a, et a3, et si a; = a3 on
pose i9 = 2. Alors io < 47 + 2.

On construit ainsi une suite (i) par récurrence :

si i est construit, on note 754 l'indice du plus grand des nombres a;, 11
et a; 42, avec ip41 = g + 1 S1 a5, 11 = G4, 42

Dans ces conditions : 451 < 7 + 2.

Puisque 7; =1, il vient i, < 1+ 2k, pour tout k.

Comme a; = 41 = max (aq, ag, ..., a,) , il existe r tel que 4,1 = n + 1.

Alorsi, =n—1oui,=n.Doun—-1<4i <1+2(r—1).

Et ainsi r > g (1)

On a alors : f (a1, as,...,a,) > iy + @iy + o+ a;, 2)

i 2ai2 2ai3 N 2air+1
1
T Q;, 0,y ...05 T
> - <M> (d’apres TIAG)
2 ai2ai3...air+1
=T
2
n
>

n
Et pour que f (ay,as,...,a,) = T il faut qu’il y ait égalité dans (1) et (2).
Or, I’égalité dans (2) implique que 'on ait 7 = n termes dans le membre
de droite, ce qui est incompatible avec 1’égalité dans (1).

Donc f (ay,as, ..., a,) > %

7) Pour tout i, d’aprés IAG, on a :
24a;=1+1+a >3(a).
1

n n 3
Et donc H (24+a;)>3" (H a,-) = 3"

i=1 i=1
8)OnaC(n)=n(n-1).
Les indices sont considérés modulo n.

. . Tjtk
Pour tous entiers k, j, on pose o ; = I

Zj
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Alors, pour tout k :H ag; = 1.
j=1
D’aprés IAG :

n

n n—1
a; (s — ;)
§:7=§: aji:akj
:C‘ I
=1 J j=1 k=1

n n—1

ZE :E :ajak,j

j=1lk=1

n—1 n
S (H )
k=1 j=1

=n(n-—1) ( aj>n

avec égalité ssi 11 = x5 = ... = 2.
D’oit C (n) =n(n—1), comme annonce.

=

n

k k
9) On veut minimiser E C?. sous la condition E n; =n.

On va faire du lissage (liiécret. =

S'il existe 4, j tels que n; — n; > 2 alors, en enlevant une boule de la

boite n°s pour la mettre dans la boite n°j, le nombre de paires diminue

de C2 + C’Zj -C2_, - C’flj+1 =n;—n; —1>0.

Par suite, on minimisera le nombre de paires en s’assurant que les nombres
de boules dans deux boites différentes ne contiennent pas de plus de une

n n
unité. Il s’en suit que chaque boite contiendra L%J ou [EW boules.

10) On pose P = <1+1> <1+1) (1+l)
T Yy 2
1 1 1

1 1 1 1
AlorsP=1+ -4+ -4+ -4+ — 4+ — 4+ — + —
T Yy z TY Yz 2T TYZ

1 1 1 1
D’aprés IAG : — 4+ —+ — > 3¢, ol g = -
A (@y2)*
1 1 1 1
De méme : — + — + — > 3¢%, et — = ¢°.
Ty Yz zx TYz

Ainsi:P>1+3q+3q2+q3=(1+q)3.
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_ 3 3
r+y+z .

donc P > 4% = 64, avec égalitéssiz =y =2z = 3

Mais, toujours d’aprés IAG : ¢ >

11) Lemme.
Z_ab+0v? _ 1
@ — > —, avec égalité ssi a = b.

Pour tous a,b >0, on a : 2+ab+b2” 3

Preuve

2 2
a”—ab+b 1 ) 9 9 9 9
——— = > - équivaut a 3 (¢ —ab+b0") > a"+ab+ b
@ +abt b2 3 ( ) >
c.a.d. a® + b* > 2ab, qui est vraie. Et 1’égalité a lieu ssi a = b.

m? +ZE? 3 .
On pose f (x1,Z2, ..., Tp) = Z , et a; = z; pour tout 4.

6 3,3 6
Lt adad + af

Alors, aias...a, = 1. et, d’aprés le lemme :

al + a3
f(ﬁl,xg,...,$n) = Z ! J

2 2
a; + a;a; + a3
I<ici<n i T a0 + aj

2 2
a; — a;a; + a;

= 2 lata) a? + a;a; + a2

1<i<j<n
1
= g Z (ai + aj)
1<i<j<n
n—1g
~ 3 Z i
i=1
oM (n—1)

-3
n(n—l)‘

S|=

(IAG)

(a1as...a,)

n(n—1)

3

Donc f(z1,x9, ..., Ts) = , avec égalité ssi t1 =20 = ... =z, = 1.

12) Posons f (a, b, ¢, d) = abe + bed + eda + dab — 12—776abcd

1
=bc(a+d) +ad (b—i—c—;bc)

On note que f (a,b, c,d) est symétrique.
1
Casn°l:sib+c— ;bcg 0.
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1\° 1
Alors, d’aprés IAG, on a : f (a,b,¢,d) < be(a+d) < (-) = .
Ce qui assure le résultat dans ce cas.

Cas n°2:sib+c—¥bc>0.

Alors, d’aprés TAG, on a cette fois :

2
f(a,b,c,d) < bc(a+d)+ atd b—i—c—@bc =f a+d,b,c,a+d .
2 27

On itére ce procédé :

f(a,b,c,d)<f<a+d a-l—d)

5b,c’

=f ( ’a-;-d’a—;—d,c> car f est symétrique
b+c a+d a+d b+c

\f< 27 27 2 7 9 )
a+d b+c a+d b+c

:f< 2 72 2 2 )
1 b+c a+d 1

\f(Z’ 2 7 2 ’4)

_ b+c 11 a+d

_f( 2 744 2 )
1111

\f(Z’Z’Z’4

1

= >

Ce qui assure le résultat dans ce cas.

n

13) On pose P (X) =Z a; X", avec a; > 0 pour i < n, et a, > 0.
i=0

Soient x1, %2, ...,y > 0. On pose T,11 = 1.

Sin =1, il y a clairement égalité.

Sin>2,onaP?*(X) =Z a?X?* + QZaian”j.
i=0

1<J

1 P
Pour p € N, on note S, = — Z (xkﬂ) )

n x
k=1 k
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Alors, d’aprés IAG : S, > (H (xk+1> ) =1.

Mals alors :
T
LY () <5 a2 s 23 33 0, = P
k=1 k 1=0 1<J 1<j
D’ou Z p? (mkH) > nP? (1), avec égalité ssi x1 = 29 = ... = x,.
Tk
k=1

14) Soit £ = {(a1, ag, ...,a,) € R"™* /a1 + a3 + ... + a, = 1}
et f la fonction définie sur F par :

f (a1, a9,...,a,) =n® (n —1) H ap+ Z Py (a1, a9, ..., an)
k= =1

1 n
ou Py (a1, a9, ...,a,) = — H a;.
Qp - 1
7

Faisons un lissage classique_ :
Si tous les a; ne sont pas égaux, il en existe deux, par exemple aq, as tels
que a; < m < ag, ou m désigne la moyenne arithmétique des a;.
On a f (a1, as,...,a,) = (a; + a2) A+ a1a2B

n

(a1, a9, ...,a

oﬁAzHaiethn(n—lnaz—}—Z 1,02 3 On) (et sin =2, on

i=3

a109

pose A =1et B:nZ(n—l)).

Alors :

f(m,ya; +as —m,...,a,) — f(a1,09,....,a,) = B(m (a1 + az — m) — ajas)
= B(m — a;) (ag — m)
> 0.

On est en plein dans la situation “du cours”...

Donc f (ai,az, ...,a,) < f(m,m,...,m) avec égalité ssi

a; = a9 = ... = Qp = M.
1 n?(n—1 1 n3
Or, ici m = —, et donc f (m, m,...,m) = ( )—i—n- - =
n n" nn- n"
n
1 1 1
Et ainsi : 5 >n’(n—1)+ —,
n"—° aiay...a, ag
k=1
R 1
avec égalité ssi aq = ay = ... = a, = —.
n

15) Soit S la sphére de centre O et de rayon R. Soient A, Ay, A3, A4 des



points de S.

1
§
1
D’aprés IAG, on a : (l IAz-A?) < 6 E AZ-A§

i<j i<j

3
1
ou encore HAiAj < & (ZAZA§> , avec égalité ssi A;A; = constante.

D’autre pailfcj:
Saa2=% (OAf +0A2 204, - O_A;) — 12R* —2Y 04, - 04,

1<J

1<j i<j 1<j
De plus :

SN ’ SN —

» x| -(yox) (yor)

=1 =1 =1

= 4R* +2) OA;- 04,
i<j
4 2
Par suite —ZZO—AZ -0A; = AR? — (ﬂ: < 4R? avec égalité ssi
1<j i=1

Z O—AZ = ﬁ, c.a.d. O est l'isobarycentre des A;.

=1

1 29
On a donc : ZA,-A? < 16R?, et ainsi HAZ-A]- < = 3 _ 2

63 33
1<j 1<j

avec égalité ssi O est I'isobarycentre des A;, et les distances A;A; sont

(16R?) R’

63

toutes égales lorsque ¢ # j. Cette derniére condition signifie que A; Ay A3A,

est un tétraedre régulier, et entraine donc que O est l'isobarycentre des

29
A;. Ainsi : HAiAj < §R6, avec égalité ssi A1 A3 A3 A, est un tétraédre
i<j

régulier. Comme nous sommes par hypothése dans le cas d’égalité, c’est
donc que A;Ay;A3A, est un tétraédre régulier.

16) On pose ag =1 — (a1 +ags + ... + a,) .

Alors ag > 0 et Z a, = 1.
k=0
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De plus - a1Gy...a, (1 — a1 — ag — ... — ay) _ k=0
(@t tta)(l-a)d =) (I-a) {7 (1 _ g

Or, d’aprés TAG, pour tout 7, on a :

1= a = (Zk) _aizzwn(nak)i.

k#i ki
1 1 1
n n n n
Donc : H (1—ag) > n"tt (Hak) (Hak> (Hak>
k=0 k#0 k#1 k#n
n
=Tl H ar, car chaque a; apparait exactement
k=0
n fois.
n
[T ax
Et ainsi : — k=0 < —.o7» comme désiré, avec égalité
IMa-a) "
k=0
) 1
ssiaggy=a1, = ...=a, = :
0o " on+1

Chapitre 4
1) La fonction <x — x%) est concave sur |0, +00].
Donc, d’aprés I'inégalité de Jensen, on a :

a%+b%< a+b
2 = 2

1
3 2
) , c.a.d. a3 + b3 < o (a + b)% , avec égalité ssi a = b.

La plus petite constante M cherchée est donc M =

o=

wl=

=43,

\]
SN

1 n
2) La fonction (x — ) est convexe sur |1, +oo[. Puisque Z z; =1,

Vl_x =1

les z; peuvent servir de “poids” dans I'inégalité de Jensen. Il vient :

1

—.
1- Y a2
=1

n z;
Y. >
i=1 1=
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2
n n

1 1

Or, d’aprés C.S., on a : fo) — (Z 5Ez> =—

n o\ “ n

=1

d
OHC;\A——;CZ F -1

avec égalité ssi ;1 =25 = ... =1, =

3)-Sin>0:
La fonction (z — 2™) est convexe sur R**. Alors :

N b\" 1+ 24142\"

— — > b " a
(1+3) +<1+a> /2< - )
_y 1+1 a+b "

- 2\b «a

b n b
Or:g+—22,donc(1+g) +(14+-) >2x2"=2"""
b «a b a
-Sin<-—1:

On pose p=—n > 1.

a\" b\" bP aP 1
Al (1 —) 1+2) > 97 gecrit - >
o\t +( +a) St aroy T @ty 2
bP + aP a—+ b\’
ou encore : > )
2 2

Cette derniére inégalité est une conséquence immédite de la convexité de
la fonction (z +— z) sur R™, ce qui assure la conclusion.

Notons que ’égalité a lieu ssi n € {0, —1} (et a, b quelconques), ou

n ¢ {0,—1} et a = b.

4) L’inégalité a prouver est homogéne, on peut donc supposer que
a+b+c=1(*).

1
La fonction (:c — \/—_) est convexe, donc d’aprés I'inégalité de Jensen
x
et (*) :
a b c 1

+ + >
Va2 +Xbc V024 Aea V2 +Xab  \/a(a® + Abe) + b (b2 + Aca) + ¢ (¢ + Aab)
Il suffit donc de prouver que :
1
a (a2 + )\bc) +b (b2 + )\ca) +c (02 + )\ab) < i)\

9
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1+ A
c.a.d. a® + b + ¢ + 3habe < %

Or :

@ +b*+c =(a+b+c)’ —3(a’+ a’c+ab® + ac® + b’c + bc® + 2abc)

Donc (d’aprés (*)) :

a®+ 0>+ +3Xabec = 1 -3 (a®b + a’c + ab® + ac® + b°c + bc®) + 3 (A — 2) abe
< 1—3 x 6abc+ 3 (A —2)abe (IAG)
=1+4+3(A—28)abe

3
<1+NA—&<2%?£>(MGﬁCMA>&

A—8
=14+-—
N 9
I+ A

9

a b c
- + >
Vaz +8c B2 +8ca 2+ 8ab
et I’égalité ne peut avoir lieu que si elle a lieu dans TAG, c.a.d. que pour
a =b=c. Or, il est facile de vérifier que, si a = b = c alors il y a bien
égalité.

Finalement, on a

bl

_ a n b n c
T b4+c+1 c+a+1 a+b+1

5) Posons f (a)
ou b, c
sont considérés comme fixes. C’est une somme de fonctions affines et du

+(1-a)(1-0)(1-0¢),

type | z —> Py avec A, B > 0. C’est donc une somme de fonctions
x

convexes. Il en découle que le maximum de f est atteint aux extrémités
de l'intervalle d’étude, ici [0,1]. En raisonnant de méme pour les autres
variables, on en déduit que le membre de gauche de I'inégalité atteint son
maximum en un (ou plusieurs) des huit triplets (a, b, c) ou a,b,c € {0, 1}.
On vérifie facilement qu’en chacun de ces triplets, I’expression est égale

a 1, ce qui assure la conclusion.

6) Puisque la fonction (z — z") est convexe sur RY, on a (inégalité de
Jensen) :

t t
" 1 1 — 1
E a+—=] =2n| - E af + — *
i=1 ( “zﬁ) (n i=1 ( “zﬁ>) "
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zlai

t
1
—n(E3art3 )
Or:
a) Puisque a > 1, la fonction (:v — %) est convexe sur R", et on a :

;Z>(ﬁz> -

b) Puisque § > 0, la fonction (m — ) est convexe sur R™, et on a :

28
B
11 n
: =2 | =
nzlal Zaz
=1
— P

De (*), a) et b), il vient immédiatement :

t
n 1 1 t
Z (af’ + —ﬂ) =n <n_a + nﬂ) comme annonce.

i=1 a;

De plus, dans chacune des inégalités de convexité, il y a égalité si et
n

seulement si a; = ay = ... = a,. Compte-tenu de la condition Z a; =1,
i=1

on en déduit que I'égalité a lieu si et seulement si a; = a3 = ... = a, = .
7) Le membre de gauche est une fonction convexe en chacune des
variables. Elle atteint son maximum en un des 32 quintuplets (a, b, ¢, d, €)
tels que a,b,c,d, e € {p,q}.

Soit n le nombre de variables égales a p, et donc 5 — n le nombre de celles
qui sont égales a ¢, avec n € {0,1,2,3,4,5}.

Il s’agit donc de maximiser I'expression f (n) = (np + (5 — n) q) (ﬁ + i n) :
p q

Or: f(n)=n>+(5-n)’ +n(5—n)(€ 2)

4 (5-n) +2m(B-n)+n(G-n (\[ f)
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(i)

25 5)°
donc f (n) est maximale ssi n (5 —n) = ( - —) est maximal,

4
cad.n=2oun=3. Etalorsfmax—25+6<\/7 \/7>
8) O H, 1+1+ +1 t, 1,.
ose = — et, pour 7 = iz, .
np 5 - pour tw .
Il «—1 1
Al i t g = — -=—H,=1.
orsw; >0 e Zw i 2. i
2 n
SoitS:x1+ﬁ+...+x—”.
2 n

n n

S
Alors : R —Z Wiz’ H x“‘“ d’aprés TAG pondérée

n
1
n Hn
- ( xl)
=1

n —1.

Mais, d’apres IAG : H zi 2 | =
i=1 Z ml

Donc > 1, avec égalité ssi 1 =29 = ... =z, = 1.

S

H,
a? bl 1 1

9) D’aprés IAG pondérée : — + — > (a?)? (b%)e = ab.
p q

10) La foncti :
0) La fonction f (xr—>1+ez

) est convexe sur R". En effet, elle est deux

e2z — et

fois dérivable sur R", et pour tout z > 0, on a : " (z) = m >0, car
eI
exp est croissante sur R*.
Pour i =1,2,...,n, on pose z; = ¢¥". Comme x; > 1, on a y; > 0.
Ainsi, d’aprés I'inégalité de Jensen :
1 1 1 1 1 1
— Z = — Z - > - = T , avec égalité
n A= wi+ 1 n — evi + 1 1>y (2129...2,)7" + 1
e =1 41




ssi ] = ... = x,.

4
11) On pose A :Z zi, et Aj=A— 13

=1

4
1
Alors A = - Z A;.
=1
1 1
D’aprés TIAG, on a §A1 > (x%:chi) = ToT3Ts = —.
T

o=

1 1
On prouve de méme que gAz- > — pour 7 = 2,3, 4.
Z;

4
1

Et ainsi A > —.

D’autre part, d’aprés I'inégalité entre moyennes d’ordre 3 et 1, et TAG :

4

3
1 12 12
474 114?2(Z SCZ)

4
Donc A > E Z;.

i=1
Et la conclusion est assurée.

12) - Si I'un des nombres est nul, par exemple z =0 :

L’inégalité s’écrit :

8 (3:6 +y% + 2x3y3) > 9233, qui est clairement vraie, avec égalité
ssiz=y=2z2=0.

-Siz,y,z>0,0na:

9 (2* +y2) (v° + zz) (2° + 2y) <
A (22 + o2 4 2
< g[ (@ +?Z)J T2 )]3 (d’aprés IAG)
2 2 2\ 3
=9><8<x “;J“Z)
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.’E3+y3+23

2
3 > (d’aprés l'inégalité

< 9x8 (
entre
moyennes d’ordre 3 et 2)

=8 (z° + 9 +2°)°,
avec égalité ssi z =y = 2.

13) La fonction f : (:v — ) est convexe. D’aprés I'inégalité de Jensen,

x
vV1—2x
tvient: 23" f @ = £ (230w ) =7 (2 -
il vient : — x; — ;| = — | = .
n <= v n ‘= ' n n—1
1
D’autre part, d’apres I'inégalité entre moyennes d’ordre 1 et 3 :
2
11 1 <
=3 (13 va)
=1
V1 +\/ + ...+ Ty
douz\/_ V/n, et donc ’ ,/

n_

ce qu1 assure le résultat.

14) On pose :

A, = cot" (%) cot” <§) + cot” (g) cot” (%) + cot” (%) cot” (%)
et B = tan (%) tan (g) + tan <§) tan (%) + tan (%) tan (%)

D’aprés C.S.,ona: A; x B> 9.
Or, puisque «, 3,y sont les angles d’un triangle, on a :
o]
tan (2) = tan (z _ M) _ ot (a+ﬂ) _ 1—tan (§) tan (5)
2 2 2 2 tan (£) + tan (g)
donc B=1.Et ainsi: A; > 9
Mais alors, d’aprés 'inégalité entre les moyennes d’ordre n et 1 :

An > Ay ,c.ad. A, > 3"
3 3

Notons que 'égalité a lieu ssi le triangle est équilatéral.

15) On pose S =1 + 29 + ... + T,.
Premiére méthode.




avec égalité ssiz; =25 =... =2, = —.

D’autre part :

O<Z (n—1) sz—n(n—l)Z%gn(

3

(d’aprés I’ 1negahte entre les moyennes d’ordre 1 et 2)

-1
donc 0 <Z - xz %, avec égalité ssi X1 =T9 = ..=x, =
Et ﬁnalement
2
n vn 1 o
Z S—l“z 2 _g X n(n—1) = n(n—1)’ avec égalité ssi 1 = 2o = ...
Ty = —=.

\/ﬁ

Deuzieme méthode.

T

Pour tout ¢, on a : -1+

. S
S—.’Ei_ S —

. Ainsi, les suites (x‘ll, Ty oy @

Z;

T T T , R
et 5 sont rangées dans le méme ordre.

—2 S —2y "S-z,
D’aprés l'inégalité de Chebyshev, on a

S () (S

=1

De plus, pour S fixée, la fonction f :

donc :

)

x
xr — — | est convexe.

S —z

4
n

)
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- Z; _" "z . S\ n
Donc : ; S_a —Z f(zi)) =nf (Z E) =nf <ﬁ> = 7 avec

=1 =1
égalité
SSl L1 = Ty = ... = Ty,
D’autre part, d’apres I'inégalité entre les moyennes d’ordre 4 et 2, on a :
1O 1O !
— E T > (— Z xf) = —, avec égalité ssi 21 = 12 = ... =z,
(r— "= "
n 5
T 1 n 1
Et donc o> X = :
’;S—xi/rﬂ n—1 n(n-1)
1
On vérifie alors que I’égalité a lieu pour 1 = x5 = ... = 2, = —,
Vn

ce qui assure que cette valeur est bien un minimum.

Chapitre 5
1) Puisque les coefficients sont positifs ou nuls, les racines sont toutes
strictement négatives. On les note —r;, avec r; > 0, pour ¢ = 1, ..., n.

n

Alors H r; = 1. Et, d’aprés TAG, si les sommes et produits non indexés
=1

sont pris sur toutes les combinaisons a k éléments parmi les r; :

B

— k ck

aE = E TiyTig---Ti, = Cp (l |Ti1ri2...rik) n
k

n n
=Ck (H ri> (car chaque r; apparait C*~! fois
o
k-1 '
n—1

C’k

n

k
t = —.
e n)

=CF.

Ainsi, pour tout x > 0, il vient :
n n
f(z) ="+ Z a;z’ + 1 22 Clz' = (z 4+ 1)", d’aprés la formule du

bin6éme.
2) Comme dans 1’exercice précédent, on prouve que :

n n
pour tout 1 < k < n, S > CS (H ai> .

=1
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n n o n

Ainsi : 8,5, = CkC* (H ai> (H m) =crer [ w
i=1 i=1 =1

o 2
et, comme C,’i = C,'f_k, il vient : SpS,_p = (Cﬁ) a10s...0y,.

S|=

3) Ona: (a® +ab+b%) (b° + be + ¢*) (¢ + ca + a®)

1 1 1
= Z (§a3b3 + §a2b2c2 + §a4bc + 2a3b2c + a4b2)

sym.

et (ab+ be + ca)®

1
- Z <§a3b3 + a?b?c? + 3a3b2c)

sym.
donc

(a® + ab+b%) (b* + be + *) (¢ + ca+ a®) — (ab+bc+ ca)®
= Z (%a%c +a'b? — %a2b202 - a3b20)

sym.
Or, les suites (4,2,0) et (4,1,1) majorent respectivement les suites (2, 2, 2)
et (3,2,1). Donc, d’aprés I'inégalité de Muirhead,

1 1
Z §a4bc +a'bh? — §a2b202 — a3b20) > 0, ce qui assure la conclusion.

sym.

4) Premiére méthode.
On commence par rendre 1’équation homogéne en éliminant la

contrainte. Prouvons que l'on a :

1 1 1 3
+b3

a3 (b+c) (c+a)+c3(a+b)>2(ab0)§'

1 1 1
Pour simplifir I’expression, on pose a = —, b= —,c = —.
x Y z
2 2 2 1
3 3
L’expression devient : al + i + : > (zy2) .
y+z z4+x x4y 2

On élimine les dénominateurs, pour obtenir I’inégalité équivalente :
4 3 9 4 4 4 741
i (z* + 22°y + 2%yz) > E (9:3y323 +3:c3y323)

sym. sym.

Or, les suites (4,0,0),(3,1,0) et (2,1,1) majorent respectivement les

DT 41N (T 41 444
suites | =, =, = |, |l ==, = ),et | =, =, = ] .
(333)(333) (333)

Donc la derniére inégalité découle de l'inégalité de Muirhead.
Notons que 'égalité a lieu ssi a = b = c.
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Deuziéme méthode.

1 1 1
On pose a = —,b=—,c = —. Alors zyz = 1.
x Yy z
Bt 4 L T vz
adb+c) Blc+a) ASa+d) y+z z4+z x4y
D’aprés C.S. :
(ot ot )+ G+ + ) > oy + o)
z z+x)+ (z > (x z)".
y+z z+x x4y Y Y Y
2 2 2
Donc - T + Y n z >x+y+z.
y+z z4+x x4y 2
3 13
Et, d’aprés IAGZ%}i(I?jZ)é:i.
D’ot ! + ! + ! >3 égalité ssi b 1
ol —, avec égalité ssia=b=c=1.
adb+c) Blc+ta) Ala+b)” 2 &

5) On pose : A=b+2c+ 3d,B =c+ 2d + 3a,
C=d+2a+3b,et D=a+ 2b+ 3c.

D’aprés I'inégalité de C.S. :

a b c d 9
T4+ 4+ 2 >
(A+B+C+D>(aA+bB—|—cC+dD),(a+b+c+d)

donc :
a b c d S (a+b+c+d)’

b12c13d ct2d+3a d+2a+3b at2b+3c” 4(ab+ac+adtbetbdtcd)
Il suffit donc de prouver que :

8 (ab+ ac+ ad + bc + bd + cd) < 3 (a + b+ c+d)’

ou encore : 48p; < 3 x 16p?

c.a.d. (pz)% < p1, ce qui découle immédiatement des inégalités de
Mac-Laurin.

6)a) On a
1 b+c _(a=bla—¢c 1 ct+a _(b—¢c(b—-a) 1l a+b _
a a+bc  a(a®+bc) ‘b b+ca  b(B2+ca) ‘¢ 2+ab
(c—a)(c—0b)

c(c? + ab)
Donc :
f(b)—1+1+1 b+c+c+a+a+b

GOO=LTE T a?+bc b +ca 2+ab

_ (a—b)(a—c)+(b—c)(b—a)+(c—a)(c—b)

a(a? + be) b (b? + ca) c(c®+ ab)
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Puisque f est symétrique, on peut supposer que a < b < c.
c—a)(c—=0>
Alors : £= 9 (e D)

> 0, avec égalité ssi ¢ =a ou c = b.

c(c? + ab)
(@a=b(a—c) b-c)(b—a)  (b—a)’(a+b)
ODQPI“S' c@+b0) b tca) ab(@tbo) (Frea) PCTOTAD) 2

avec égalité ssi a = b.
Finalement, f (a,b,c) > 0, ce qui est I'inégalité désirée, avec égalité
ssia=0b=c.

b) D’aprés l'inégalité de Schur pour t = —1, x =a+ b,y = b+,
etz=c+a,ona:

1 1 1
V<@g -+ -2+ (-2 -0

(a—c)(b—c)+(b—a)(c—a)+(c—b)(a—b)

a+b b+c c+a
_02—|—ab a’ + be b2 + ca b
~ a+b b+c c+a
., al+bc b +ca A +ab .
d’ou + + > a+ b+ c, avec égalité ssi

b+c c+a a+b
r=y=zcad a=b=c.

7) On a:

(@y+yz+zz) (2 +9)° W+2)"+W+2)° =+2)°+ (z+2)° (= +y)°)
5 3

= Z <x5y + 2x4y2 + §x4yz + §x3y3 + 13x3y22 + 4x2y222>

sym.

et
5

(z4+9)° (y+2)° (z+2) = Z <x4y2 + rtyz + 2%y + 62%y%2 + §x2y2z2)

sym.
On fait donc disparaitre les dénominateurs, pour obtenir I'inégalité
équivalente :
Z (4x5y + atyz 4+ 22?2 — 2ty? — 323 — 2x3y2z) >0 (1)
sym.
Or, la suite (5,1,0) majore les deux suites (4, 2,0) et (3,3,0).
Donc, d’aprés I'inégalité de Muirhead, on a :
Z (4x5y —zhy? — 3x3y3) > 0. (2)

sym.
D’autre part, on a vu que I'inégalité de Schur s’écrivait :
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Lg 1 2
E I+ Yz — > 0.
En multipliant chaque terme par 2zyz, il vient :

Z (z'yz + 2% — 22°y°2) > 0 (3)
sym.

Ainsi, en sommant (2) et (3), on obtient (1).
D’ou la conclusion, avec égalité ssi z =y = z.

8) On a:

(b+c—a)’ ((c+ a)® + v*) ((a + b)* + )
+(c+a—0b)’ ((a+b)2+c2) ((b+c)2+a2)
+@+b—0° ((b+0c)°+a?) ((c+a)+b?)

3
=> <§a6 +2a%b + a*b + 3a’be + 245 + 3a26202>
sym.

et
((c+ a)’ + v*) ((a+ b)® + ) ((b+ o)’ + a’)

= Z (%af5 + 2a°b + 3a*b® + 3a'be + 2a°b® + 8a’b’c + ga2b2c2>
sym.
On élimine donc tous les dénominateurs, et compte-tenu du coefficient g,
on obtient I'inégalité équivalente (1) :
Z (3(16 + 2a°b — 2a*b? + 3a’be + 2a3h® — 12a3b%c + 4a2b202) > 0.

sym.

Or, d’aprés I'inégalité de Schur :

1 1
syzm (§a3 + §abc - a2b> > 0.
En multipliant chaque terme par 4abc, il vient :
Z (4a*bc — 8a’b%a + 4a*b*c®) > 0 (2)
sym.
Il reste donc a prouver que :
Z (3(16 + 2a°b — 2a*? — a*be + 2630 — 4a3b20) > 0.
sym.
Or, la suite (6,0,0) majore les suites (4,1,1) et (3,2,1),
donc Z (3a® — a*bec — 2a°b%c) > 0. (3)
sym.

De plus, la suite (5,1,0) majore la suite (4, 2,0),
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donc Z (2a°b — 2a*b*) > 0. (4)

sym.
Et enfin, la suite (3, 3,0) majore la suite (3,2, 1),
donc Z (2a°6® — 2a%bc) > 0. (5)

sym.
En sommant (2),(3),(4) et (5), il vient (1). Ouf!
La conclusion en découle, avec égalité ssi a = b = c.

9) Avec les notations du chapitre, on pose :

ci=a+b+c,co =ab+ bc+ ca, et c3 = abe.

Les inégalités souhaitées sont alors équivalentes & :

16y < c‘;’ —3c1c0+ 93 £ (cf — 202) <2 (c‘;’ — 30102) + 9cs.

Or, la premiére et la troisiéme sont equivalentes & :

A 4 9¢3 > 4eicy, c.ad. 27p3 + 9pg > 36p1po,

ou encore 3p} + ps > 4p;py, dont on a vu en application qu’elle était
équivalente au cas t = 1 de 'inégalité de Schur.

D’autre part, celle du milieu s’écrit : ¢;¢o > 9cs,

1 1 1
cad. (a+b+c) (5 + i + E) > 9, qui est bien connue (cf. chapitre 3,

applicationl). D’ou la conclusion.

Chapitre 6

Wl
ol
Wl

1) On pose S = i +— Y T
y: 4+ (y* +22)% (y + 2)

25 + (22 +y2)5 (z + 2)
Etz=ay=0, 2=

D’apres I'inégalité de Holder :

(2 +4%) (o +2)8 =[(a*)" + (1)1} 1()
> a’c? + b%a?
= (29)3 + (22)
T

2
3

W[

o=
Wi

23 + (22 + 22)% (2 + )

(SIS

+ (aQ)%]%

2
3

ol
Wi

T xz

Et donc :

< =
1 T 2 X T 2 2 2 z
z3+ (22 +9y?)3 (z+2)2 x5+ (2y)® + (x2)2 23 +ys + 23
On procéde de méme pour les autres termes et, en sommant, il vient :

2 2
Y3 z3
2
3

2 2 2+ 2 2 2+
x§+y§+z§ x§+y§+z§

o] ol

Wi

x

S < 3
r3 +y

2) Soient a, b, c,d dans R. On pose s = a+ b+ ¢+ d.
D’apres I'inégalité de Minkowski :
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5'1:\/(a+1)2+2(b—2)2+(c+3)2+\/(b+1)2+2(c—2)2+(d+3)2
> \/(a+b+2)2+2(b+c—4)2+(c+d+6)2

S = (c+ 1) +2(d—2)° + (a+3)° +\/([d+1)° + 2 (a— 2)° + (b+3)’
> \/(c+d+2)2+2(d+a—4)2+(a+b+6)2

Et, a nouveau :
S=S1+8 3 /(s +4) +2(s— 8 + (s +12)°
ou encore : S > V/4s2 + 288 > 1/288.

Donc la valeur minimale de S est 12v/2, atteinte pour, par exemple, pour
a=b=c=d=0.

Chapitre 7
1) On pose E = [—1;1]",
F ={(z1,29,...z,) /x; € {—1;0;1} pour tout i},
G = {(z1,x9,...7,) Jz; € {—1;1} pour tout i}.
Et, pour (z1, x9,...z,,) € E, on pose f (21, Ta,...T,) = Z T;%;.

1<i<j<n
Puisque F' et G sont finis (de cardinaux respectifs 3" et 2"), la fonction f
admet un minimum sur F' et sur G.
Et, comme G C F, on a m};nf < mcgnf.
Or, par rapport a chacune des variables z1, x3, ...T,, la fonction f est
affine. Elle atteint donc son minimum sur [—1;1] en une des extrémités
de cet intervalle. Ainsi, f (z1, z2, ...2,) = min{ f (=1, zs, ...z,) , f (1, za,...24) }.
Par symeétrie des roles, on en déduit que f (21,29, ...2,) = mgnf.

Par suite, f admet un minimum sur F' et ngn f= m(}n f= mpin f- En
particulier, la réponse aux questions a) et b) est la méme, et il suffit de
déterminer mén f.

Soit donc (z1, za, ...2,) € G. Soit p € {0,1,...,n} le nombre de x; égaux
a 1 (et donc, il y en an — p égaux a -1). Alors :

f(z1,29,..x Zx:vj-i- Z ziT; + Z L%

Ti=zr;=1 Ti=r;j=—1 ri=l,z;=—1
=C2+C. ,—p(n—p)

1
z—((2p—n) —n).

2
Et donc :
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. . n , .. n
- Si n est pair, f(x1,Z,...T,) > 5 avec égalité ssi p = 5

1—n . n+1
avec égalité ssi p = 5

- Si n est impair, f(z1,z9,...2,) = ou
n—1
2

2) Si le membre de droite est négatif ou nul, I'inégalité stricte est vérifiée.
Sinon, on a par exemple @ = max (a, b, c) . Il est clair qu’alors a + b — ¢
et ¢ + a — b sont strictement positifs. Donc, le troisiéme facteur est lui
aussi strictement positif. On en déduit qu’alors a, b, ¢ sont les longueurs
des cotés d’un triangle, ce qui conduit au changement de variables :

a+b—c=z,b+c—a=y,c+a—b==z

T+z +x zZ+
c.a.d.x,y,z>Oeta=—,b=y ,C= y.

p:

2 2
L’inégalité s’écrit alors : (z + 2z) (y + z) (2 + y) > 8zy=.
Or, d’aprés IAG : (z+ 2) (y + z) (2 + y) = 2v/222\/yx2,/zy = 8zyz,

avec égalité ssiz =y =2, c.ad.a=b=rc.

3) On pose a = tanx,b = tany, c = tan z.

Alors z,y, z sont les angles d’un triangle aigu, et I'inégalité s’écrit :
cosT + cosy + cos z < 2

ce que 'on a déja prouvé (cf. chap.4 application 2).
Le résultat en découle, avec égalité ssi a = b= ¢ = /3.

1
4) Pour tout ¢, on pose : a; = .
) P 4
1— a n+1
Alors 0 < a; < 1,2; = o ,etzlaizl.
1=

n+1
n+1 H (1 - az’)

o =l
Ainsi : | | Ti= —pg

i=1 I a
i=1
Or, d’aprés IAG :

S|

1—a;= Zak >n (Hak> , avec égalité ssi tous les a; sont égaux.
ki ki

Donc ljll (1-a;) =n" (Hak> ’ ( H ak> '

k#1 k#n+1
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)

n+1

pntt | | a;.
i=1

n+1
n+1 [T (1—a)
z':l n+1
= P
Et ainsi H Ti =~ 2 n"",
=1 H alz
i=1
TP 1
avec égalité ssi tous les a1 = as = ... = a1 = ,
n+1
cad. z1 =29 =... =241 =n.

5) On pose a = tanz,b = tany,c = tan z.
Alors z,y, z sont les angles d’un triangle aigu, et I'inégalité s’écrit :
max (tan z, tan y, tan z) > V/3.

7
Or, I'un des angles du triangle, par exemple z, est supérieur ou égal a 3

. . T
Donc, comme la fonction tan est croissante sur [0; 5[, on atanzx > V3.

6) On a :
($50) = (St 23en)
=1 1<g
>4 (Z xf) (22:3,5@) car (a4 b)* > 4ab) (1)
3 1<]
DN )
1<g
Sszx] z; +7) (2)
1<j
On a égalité dans (2) ssi au moins n — 2 des z; sont nuls. Par exemple,
z3 = ... =z, = 0. Dans ces conditions, (1) est une égalité ssi 2z;2o =

72 + 23, cad. x; = 2o
Finalement, C' = 3’ avec égalité ssi au moins n — 2 des z; sont nuls, et les

deux autres sont égaux.

7) Soient a, b, c > 0 tels que abc = 1.
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Alors, I'un de ces nombres est supérieur ou égal a 1, et un autre est
inférieur ou égal & 1. Comme l’inégalité & prouver est cyclique, on peut
donc supposer que a < 1 et ¢ > 1.

Apreés développement, et comme abc = 1, I'inégalité désirée est

. . a b c
équ1valentea:a+b+c+ab+bc+ca<3+—+—+5,

oad(a—n(%—1)+(h—n<%—1)+Qi4;<%—1)20.

On remplace b par —, et on multiplie tout par a*c. On obtient une inégalité
ac

équivalente : a* (1 —a) (c—1) + (ac—1)*(ac+1—a) > 0

Dans cette derniére inégalité, chque facteur est clairement positif ou nul.
La conclusion en découle, avec égalité ssi ac =1 et (e =1 ou ¢ = 1),
cad.a=c=b=1.

8) L’inégalité a prouver est homogéne et symétrique, on peut donc
imposer 0 <a<b<cetabc=1.Alorsa<1<cetab< 1.
Dans ces conditions, le membre de gauche est :

a? b? c?
a,b,c)=|—— + +
f{ab¢) \/a2+§ \/b2+% \/c2+%
Vo o Ji
Ve ax Ve Ve
On pose z =a®,y = b,z = c>.
Alors zyz = 1,0 < 2y < 1 < 2z, et y<z

Ainsif(a,b,c)=g($ayaz):\/ \/y+)\ \/ A

Comme on a clairement

. j 3 < 1, il suffit de prouver

x y
<1
e \/x+)\+\/y+/\
y

Or ceci est équivalent & ——— + +2 =l <1
r cecCl eSt equlvalent a
q z+A y+A (x+A)(y+A)

2 _
c.ad. 2\/( 1Y c N-omy

TN (y+N @+ +N

ou encore 2,/zy\/(z + A) (y + A) < A2 — zy (1)
Comme A > 1, on a A\? — 2y > 0, et (1) est équivalente & :

dzy (z+A) (y+A) < (V- $y)2 (2).
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Or,z+y<2z= 2 donc :
Y
dzy (z+A) (y+ A) = day (zy + X2+ X (z +y))
< dxy <xy + 2%+ Q)
Yy
=4 (zy)” + 4zyA’ + 8)
<4+4X% +8)
=4(\+1)
D’autre part ()\2 — :Ey)2 > ()\2 — 1)2.
Il est facile de vérifier que (A* — 1)2 >4 (\+1)°, s’écrit aussi
(A+1) (A —3) > 0. Puisque A > 3, on en déduit facilement (2), et la conclu-
sion désirée en découle.

On peut noter que pour a = — et b = ¢, on a lim f (a,b,c) = 2, ce qui
C c—+o00
permet d’affirmer que le membre de droite ne peut étre remplacé par une

valeur plus petite.



Chapitre 9
Bibliographie

[1] G.H.Hardy, J.E.Littlewood, G.Polya, Inequalities, Cambridge University
Press.

[2] D.S.Mitrinovic, Analytic Inequalities, Springer.

[3] P.S.Bullen, D.S.Mitrinovic, P.M.Vasic, Means and their Inequalities,
Kluwer.

[4] P.Bornsztein, Supermath, Vuibert.

[5] P.Bornsztein, Mégamath, Vuibert.

[6] T.B.Soulami, Les olympiades de mathématiques, Ellipses.

[7] A.Engel, Problem-solving strategies, Springer.

[8] E.Lozansky ; C.Rousseau, Winning solutions, Springer.

83



